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Nem-hierarchikus osztalyozas

(Egy “Osi tevékenység”... modern formaban)

Kiilonféle dolgok csoportokba rendezése, az osztdlyozds, egyik alapvetd intellektudlis tevé-
kenységtink: nélkiile el sem tudnank igazodni a benniinket kortilvevd vilagban. Csak egyetlen
fontos példat emlitve: a kommunikécid eszkoze, a nyelv, elvalaszthatatlan az osztalyozastdl,
hiszen a dolgok megnevezése mar eleve feltételez valamilyen kategorizalast. A nyelv fejlédése
igy az osztalyozas kifinomulasaval egyidejl, attol elvalaszthatatlan folyamatl. Az
osztalyozasnak kiilondsen nagy “rendteremtd” szerepe van olyan tudomanyteriileteken, ahol
a dolgok sokfélesége, valtozatossaga zavarba ejtden nagymérvi. A szupraindividudlis szintii
bioldgiara gondolunk elsdsorban, melynek torténete mindenkor szorosan Osszefonddott az
osztalyozassal kapcsolatos elvek és modszerek valtozasaval, fejlddésével.

Az osztalyozas fogalmanak szabatos meghatirozasa a matematikaban az ekvivalencia-
reldciokon, ill. a halmazokon alapszik (lasd Izsak et al. 1981:31). Az osztalyozas a vizsgalt
objektumok részhalmazokra (itt: osztalyokra) torténd felosztasa (particioja) olymodon, hogy
a kapott osztalyok paronként teljesen elkiiloniiltek (diszjunktak, azaz egyik objektum sem tar-
tozhat egyidejiileg két részhalmazba). Ez a definicio csak az un. nem-hierarchikus vagy par-
ticionalo modszerek esetében érvényes (jelen fejezet 4.1.1-4 részei). A klasszikus
meghatarozas kisebb vagy teljes mértékii mddositasaival jutunk el a késobb targyalando dr-
fedéses, valamint a lagy (“‘fuzzy”) és a hierarchikus osztalyozasokhoz.

Erdekes nyelvi sajatossag (s ez nemesak a magyarban van igy) az osztalyozés sz6 kétsze-
resen kettds jelentése: nemcsak az eredményt, hanem az azt 1étrehozd folyamatot is osz-
talyozasnak nevezziik. Ez kiillonosebben nem lehet zavaro, hiszen a kontextusbdl mindig
kideriil, hogy éppen eredményrdl vagy pedig miiveletek sorozatarol, valamilyen algoritmusrél
van-e sz6. Annal tobb félreértésre adhat okot a masik kettdsség, amelyet célszertii j6 elore
tisztazni. Osszhangban a numerikus taxonémia irodalméval (pl. Sneath & Sokal 1973), az
osztalyozas folyamatan egy olyan miiveletsorozatot értiink a tovabbiakban, melynek révén ed-

1 Az osztalyozas képességét azonban nem lenne szabad kizarolag emberi “el6jognak™ tekinteni, gondoljunk
példaul az allatok vilagara: az ehetd — nem ehetd novények felismerése, vagy a fajtarsak, nem fajtarsak és
ellenségek megkiilonboztetése is osztalyozasnak tekinthetd.
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4.1 abra. Egy viszonylag egyenletesen stirli erdd fainak beosztasa szektorokra — annak érdekében
példaul, hogy erdei utakon minden erdérészlet jol megkozelithetd legyen — nem tekinthetd osztalyozas-
nak. A felosztas ugyanis nem a ponthalmaz szerkezetén alapszik elsésorban.

dig még nem létezé osztalyokat hozunk létre. Ezzel szemben a koznyelvben is, de a matema-
tikaban is sokszor nevezik osztalyozasnak azt, amikor uj objektumokat helyeziink el egy mar
1étez6 osztalyozas valamelyik csoportjaba. Ez utobbi miiveletet célszerli azonositds (be-
sorolds, identifikacio) néven kiilonvalasztani az osztalyozas egészét megteremtd proceduiratol.
(Azj osztalyozas létrehozasa és a besorolas kozotti kiilonbség a szamitogépes algoritmusokat
tekintve a leginkabb szembestld.>

Tovabbi 1ényeges szempont, hogy az osztalyozas az osztalyozott objektumok jellemzdit
fejezze ki, az adattérben 1évo csoportosuldsokat tiikrézze. Nem tekintjiik tehat osztalyozasnak
az objektumhalmaz egyszerti “felszeletelését” (dissection, Kendall 1966; 4.1 ébra). Ekkor
ugyanis nem az objektumok ko6zotti tavolsag- vagy hasonldsagviszonyok kifejezése a
Iényeges, hanem kiilsd célszerliségi szempontok uralkodnak, amelyeket raeréltetiink az objek-
tumhalmazra (mint példaul egy varos éptileteinek kertiletekre torténo felosztasaban, vagy egy
erdé muvelési szektorokra bontdsaban). A 4.1 abra siirtin 4116, viszonylag egyenletesen elszort
pontjait intuitive mindenki egyetlen osztalyba tartozénak tekintené egyébként is. Az egyen-
letesség azonban nem az egyetlen ok, hogy a felosztast ne tekintsiik osztalyozasnak. A rando-
mizaltan elhelyezkedd pontokat se tudjuk értelmes mddon osztalyokba sorolni, amint azt a
4.2a abra is szemlélteti.

2 Az osztalyozas szakirodalma igen gyakran “cluster analysis” vagy “clustering” néven utal az adatokban rejlé
csoportosulasokat kimutatdo numerikus modszerekre. Ennek magyaritasa a “fiirtelemzés™ szoval (Fiistos et al.
1986) nem volt szerencsés probalkozas, és nem is honosodott meg a szakzsargonban. A “szamitogépes
csoportositds™ talan jobban megfeleld kifejezés lenne, annal is inkdbb, mert a szamitogép ma mar
nélkiilozhetetlen ehhez a miivelethez. A besorolds tematikaja szorosan ¢sszefiigg a mintazat- (alak-) felismerés
szerteagazd tudomanyteriiletével, s a fenti kontraszt a “supervised versus unsupervised pattern recognition”
megkilonboztetés formdjaban jelentkezik (Therrien 1989).



Nem-hierarchikus osztdlyozas 115

Felmeriil a kérdés: milyen jellegli objektum-objektum kapcsolat esetén beszélhetiink értel-
mes osztalyozasrol? Az el6zo fejezetben megadott tavolsagok (pl. az euklidészi tavolsag) fel-
hasznalasaval egy osztalyozast két f6 szempont szerint jellemezhetiink: 1) az osztalyok belsd
kohézidja, amelyeket az osztalyokon beliili tavolsagok segitségével fejezhetiink ki, €s 2) az
osztalyok szegregacidja, az osztalyok kozott mutatkozé tavolsadgok alapjan. Idedlis esetben az
osztalyok kohézidja és szegregacidja is egyarant erds (4.2b abra), ekkor az osztalyok
jellemzése és elhataroldsa egyértelmi s szinte minden modszer azonos eredményre vezet. A
gyakorlatban ilyen esetben mar “ranézésre” is nyilvanvalo lehet az osztalyozas, s a szami-
tdgépes csoportositast nem az osztalyok kimutatdsara, hanem 1étiik igazolasara, vagy csupan
a klasszifikacio szemléltetésére alkalmazzuk. Specialisabb esetet jelentenek az erés kohézio-
val, de a szegregacid hianyaval jellemezhet6 osztalyok (4.2¢ abra). Ezeket a legtobb modszer
tobbé-kevésbé érzékeli, de az “atmenetinek” tekinthetd, a szegregaciot csokkentd objektumok
osztalyozasaban mar nagy eltérések mutatkozhatnak. A masik szélsdséget a 4.2d dbra csoport-
jai képviselik, kifejezett szegregacioval és nagyon gyenge belsd kohézidval. Az ilyen
osztalyokat mar kevesebb mddszer képes felismerni, mint azt a késébbiek soran latni fogjuk.
A két véglet kozott természetesen atmenetek végtelen sorozata képzelhetd el, s ezek jelentik
az igazi problémat az adatelemz0 kutatd szamara.

Az eddigiek alapjan azt varnank, hogy a numerikus klasszifikacié soran az osztalyok ko-
kezelik egyforman ezt a két alaptulajdonsagot: tobbnyire csak a kohéziot veszik figyelembe
kozvetleniil (bar latunk majd kivételeket is). Az algoritmusok viszonylag egyszeriiek, bemu-
tatasuk és megértésiik nem igényel kiilonosebb matematikai ismereteket. Indokolt tehat ezeket
elséként, minden mas modszert megeldzve targyalni. (Ebbol azonban nem kovetkezik az,
hogy a particionalas jelenti a tobbvaltozés vizsgalodas elsé 1épését. Eppen ellenkezbleg: a
nembhierarchikus osztalyozasra rendszerint akkor kertil sor, ha mas tipust elemzések révén mar
vannak bizonyos ismereteink az adataink szerkezetérdl.)

két osztaly erds kohézidval de szegregacio nélkiil, d: megnyult pontfelh6k melyek belsd kohézidja ki-
csiny, elvalasuk viszont jol érzékelhetd.
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4.1 Particionalé méodszerek

Feladatuk, hogy m objektum hagyomanyos értelemben vett felosztasat allitsak eld &, paronként
diszjunkt osztalyra (csoportra)3. Egy objektum igy csak egy osztalyba tartozhat és érte-
lemszertien minden osztalyban van legalabb egy objektum (egyébként nem beszélhetnénk k
osztalyrol). Az eljarasok altalaban egy iterativ stratégian alapulnak: az analizis soran egy
kezdeti osztalyozast javitunk 1épésrol 1épésre mindaddig, amig tovabbi javulast mar nem ér-
hetiink el. A kezdeti osztalyozas megadasa azt jelenti, hogy az osztalyok szamat, k-t, eldzete-
sen ismerjik. Tegyiik fel, hogy az osztilyozas optimalitasat (“josagat”) valamilyen J
fiiggvénnyel mérjiik, melynek értékét a tovabbi javitas érdekében csokkenteniink kell az egyes
Iépésekben. Ezek alapjan megadhato egy altalanos particionald algoritmus (Hartigan 1975,
Therrien 1989):

1. Valasszunk ki egy kezdeti osztalyozast k csoportra és szamitsuk ki J értékét.

2. Véltoztassuk meg az osztalyozast olymodon, hogy J maximalisan csékkenjen & val-
tozatlan értéke mellett (ne keletkezzen “lires” vagy 0j osztaly).

3. Ha a 2. 1épésben nem lehetséges J csokkentése, az elemzés megall és az adott oszta-
lyozast fogadjuk el végeredménynek. Ellenkezd esetben visszatériink a 2. [épéshez.

A modszerek az osztalyozéas josagat mérd J fliggvényben é€s az osztalyozas 2. 1épésbeli
megvaltoztatasaban térnek el egymastdl. A fenti particionalasi algoritmusra jellemzo, hogy a
kapott végeredmény esetleg csak egy lokdlis optimum, azaz nem a lehetd legjobb osztalyozas
az adott objektumokra. Lehetséges ugyanis, hogy egy masik kiindulasbdl J-nek egy még ala-
csonyabb értéke is elérhetd. Ezen a probléman rendszerint enyhithetiink azzal, hogy az
elemzést sokszor, kiilonb6zo kiinduld osztalyozasokbdl is végrehajtjuk s a kapott eredmények
koziil a legjobbat tartjuk meg. Voltaképpen azonban sohasem lehetiink 100 %-ig biztosak ab-
ban, hogy az igy kapott végsd osztalyozas lesz az abszolut optimalis (globdlis optimum). Bi-
zonyosat csak akkor allithatnank, ha minden lehetséges osztalyozasra kiszamitanank J értékét,
de ez m nagy értékeire megvalodsithatatlan feladat lenne.

Az osztalyozas megvaltoztatasa a 2. Iépésben kétféleképpen torténhet:

e Az objektumok mindegyikére kiilon-kiilon megvizsgaljuk, hogy melyik osztalyba
athelyezve csokkentik legnagyobb mértékben a J értékét. Azokat az objektumokat,
amelyeknél csokkenés mutatkozik, athelyezziik abba az osztalyba, amelyre ez a csok-
kenés maximalis. Az athelyezés akar az 6sszes objektumot is érintheti s remélhetd,
hogy az uj J érték a sok athelyezés kovetkeztében végiil is alacsonyabb lesz, mint az
el6z6 (v6. Therrien 1989).

e Kivalasztjuk azt az objektumot, amelyre a J csokkenése maximalis, s csak ezt helyez-
ziik at az 0j osztalyba. Ez a stratégia a J mennyiség monoton csokkenéséhez vezet, bar
lassabb az el6zénél.

3 Eme hagyomanyos osztalyozasokra kemény (azaz “hard” vagy “crisp”’) particiok néven hivatkoznak a legujabb
szakirodalomban, utalva arra, hogy a felosztas mas tipusu, pl. lagy (“fuzzy”) is lehet (vo. 4.3 rész).
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4.1.1 A k-kozép modszer

A particionald modszerek klasszikus példaja a k-kozép eljards és kilonféle valtozatai (pl.
Forgy 1965, Jancey 1966, MacQueen 1967):

1. Kivalasztunk valamilyen — akar 6nkényes — kezdeti osztalyozast k csoportra.

2. Kiszamitjuk a sulypontot (azaz az dsszes valtozdéra vonatkozo atlagértékeket) minden
osztalyra.

3. Meghatarozzuk minden objektum euklidészi tavolsagat a hozza tartozo stlyponttol. A
josagi kritériumot ezen tavolsagok négyzetdsszegével definidljuk:

my, n

k
=YY Y (x-z) (4.1

h=1je A, i=1

ahol z;, az Ap osztaly sulypontja (“kozepe”, innen az elnevezés) az i valtozora nézve, mp
az Ap osztaly elemszama (eszerint van a masodik 6sszegzés), n a valtozok szama. J tehat
az eltérésnégyzet-sszeg (amely a 3.106 egyenlet szerint kiszamithaté az osztalyon
beliili objektumok paronkénti tavolsagaibol is). Ha vannak objektumok, amelyek athe-
lyezése csokkenti J értékét, akkor azokat atsoroljuk s visszatériink a 2. 1épéshez. Ha
nincs egy ilyen objektum sem, az iteracio leall.

A fenti eljaras “lassu” valtozata csak egy athelyezést enged meg minden Iépésben. Egy masik
valtoztatasi lehetdség, hogy az eltérésnégyzet-6sszeg kiszamitasa elmarad és minden objektu-
mot egyszeriien a hozza legkdzelebb esd osztalyba sorolunk at. (Ez — ellentétben esetleges
varakozasunkkal — nem vezet feltétleniil az elézével azonos eredményre, mint majd latni
fogjuk a 4.1.3 részben). A mddszer csak olyan esetekben hasznalhatd, amikor adataink atla-
golhatok és az euklidészi tavolsag is kiszamithatd (pl. a nominalis és az ordinalis tipusu val-
tozdk kizarandok). Az osztalyozas annal jobb, minél nagyobb az osztalyok kohézidja (azaz
minél kisebb az eltérésnégyzet-osszeg). A szegregaciot viszont kdzvetleniil nem mérjiik.

a sok dimenzios térben elnyujtott pontalakzatokat tobb osztalyra is felbonthatja még akkor is,
ha azok szegregacidja kifejezett. Erdemes tehat figyelembe venniink a 4.3 abrat, amely meg-
mutatja, hogy bizonyos tipikus esetekben milyen eredményre jutunk a k-k6zép modszerrel
(erre az abrara még késobbi fejezetekben is utalni fogunk majd, mert az dbra kétdimenzios
ponteloszlasai példaul a hierarchikus osztalyozé modszerekkel torténd Gsszevetésre is alkal-
masak lesznek). A szerkezet nélkiili, random ponthalmazt egyszeriien “megfelezte” az atld
abra). A 4.3c abra nem elvalo két osztalya kozott a hatart a 13. és 14. objektumok kozott huzta
meg. (Megjegyzendd, hogy a 14. pont, értékeinek nagyon kis megvaltoztatasara, mar atkeriil a
masik csoportba, mutatva az ilyen osztalyozas viszonylag kis stabilitdsat.) A k-kozép modszer,
mint fent emlitettik, nem képes a hosszii pontfelhdk elkiilonitésére (4.3d abra), s akkor is
“zavarba jon” ha egy ivelt pontfelhd vesz koriil egy masik, viszonylag tomor csoportosulast:
mindkettdt kettévagja (4.3e abra). Az osztalyszerkezetet teljességgel nélkiil6zd, kozelitdleg
egyenletes pontelrendezddésben, ha & értékét 2-nek valasztjuk, a kapott csoportok egy “fel-
szeletelésnek” tekinthetdk csupan.
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4.3 abra. A k-ko6zép mddszer eredménye a kétdimenzids adatszerkezet hat alapesetére, m=25. Az ite-
raciok 10-10 random kiindulasbdl torténtek, s a legjobb felosztasokat valasztottuk ki. Az eltérés-
négyzet-Osszegeket nem kozoljiik, mert az értékek nem dsszemérhetdk egymassal, annak ellenére, hogy
a pontok szama azonos minden esetben. a: random ponteloszlas, & értékét 2-nek valasztva, b: négy
“idealis” osztaly, e¢:

szegregacio nélkili jo kohézidju osztalyok, d: harom megnyult pontfelhd

teljesen szabdlyos ponteloszlas, amelyet /=2 értéke mellett probalunk particionalni. Az adatokat az A3

tablazat foglalja 6ssze x és y koordinatak formajaban.
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A kezd6 osztalyozast az alabbiak szerint adhatjuk meg:

Random osztalyozas. Az osztalyba tartozast a véletlen donti el, ezért relative tobb
Iépésben jutunk el az iteracié végéhez, mint amikor, pl. egy nem 6nkényes kezdeti
osztalyozasbol indulunk ki.

Mas értékelésbol szarmazo végeredmeény (pl. hierarchikus osztalyozas egy adott szin-
ten, vo. 5. fejezet). Ekkor a kiindulds nagy valdszinliséggel elény6sebb az el6zonél,
de lehet, hogy csak egy lokalis optimumra vezet.

A felhasznald elére megad & szamu un. magpontot, s az dsszes tobbi objektumot a
magpontoktdl vald tavolsag alapjan sorolja be a kiinduld osztalyokba. Akkor célszert
hasznalata, ha bizonyos tipikus objektumokhoz keresiink jol illeszkedd klasszi-
fikacidt. (Természetesen a lokalis optimum lehetdsége itt is fennall).

A magpontokat véletlenszertien valasztjuk ki, s ezzel lényegében véve random
osztalyozast kapunk.

A kiindul6 & magpontot az n-dimenzids térben egymastol legtavolabb esd k objektum
jelenti. Az elsé magpont az §sszes objektum stlypontjatdl legtavolabb esé objektum,
a masodik az els6 ponttdl legtavolabbi objektum, a harmadik magpont az, amelynek
tavolsagai az el6z6 kett6tol maximalisak, és igy tovabb k-ig. Ez a kiindulas érzékeny
lehet atipikus, osztalyba nehezen sorolhatd objektumok (“outlier”-ek) jelenlétére.

Egy optimalis, k—1 osztalyt tartalmazé particiobol indulunk ki, s az 0j osztaly kezdo-
pontjaként a sajat osztalya sulypontjatol legtavolabb esé objektumot valasztjuk (Har-
tigan 1975). Ezt alkalmazzuk a tobbszords particionalas néven kiilon targyalt mod-
szernél is (lasd a 4.1.3 részt).

Egyéb kezdési lehetdségeket targyal Anderberg (1973: 157-160).

A k-k6zép modszer egy rugalmas moddositasa az ISODATA eljaras (Ball & Hall 1965),
amelyben k rogzitéséhez mar nem ragaszkodunk olyan szigorian (az osztalyok szama bizon-
yos esetekben az analizis soran megvaltozhat), s a szegregaciot is figyelembe vessziik. Ennek
ara azonban az, hogy tovabbi paraméterck valnak sziikségessé, és ez tobb szubjektiv elemet
visz az elemzésbe. Az ISODATA eljarashoz meg kell adnunk a minimalis osztalyméretet (az
ennél kisebb osztalyok figyelmen kiviil maradnak, & értéke tehat csokken). Emellett sziikség
van a leginkdbb “kivanatos” osztalyszamra is. Ha ezt jelentdsen meghaladjuk az iteraciok
soran, akkor az algoritmus megprobalja a kozel esé osztalyokat §sszevonni, ha pedig nagyon
alatta maradunk, akkor a leginkabb ‘“heterogén” osztalyok felbontdsaval kozelitiink a
megkivant értékhez. Az Osszevonas illetve a kettébontas kiiszobértékeit ugyancsak a fel-
hasznald szabja meg (minimalis szeparalddas illetve maximalis osztalyon beliili eltérésnégyzet
formajaban). Az ISODATA algoritmusa a sok paraméter egyiittes alkalmazasa miatt eléggé
bonyolult, s itt nem részletezhetjiik (1asd pl. Therrien 1989, pp. 219-222).

4.1.2 Egy dltalanos, index-fiiggetlen particionalo modszer

A k-kozép modszer, mint lattuk, csak korlatozottan alkalmazhato (sulyos feltétel az adatok
atlagolhatdsaga) és raadasul — az osztalyok belsé eltérésnégyzet-osszegének mérésével — csak
a kohéziot veszi figyelembe kozvetleniil. Ha a J fiiggvényt az alabbiak szerint definialjuk,
mindkét probléman segithetiink, és egy joval altalanosabban alkalmazhatd egyszerii parti-
cionalo eljarast kapunk. Legyen AVGp az osztalyokon beliil kiszamitott 6sszes kiillonb6zdség
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atlaga, AVGe pedig azon objektumparok kozott kifejezheto killonb6zBUBUségek atlaga, ame-
lyek nem tartoznak egy osztalyba. A 3.111 képlet adta meg a bels6 tavolsagok atlagat egy
osztalyra, ezt kiterjesztve k osztalyra kapjuk az alabbi formulat:

k k
AVG, =YY N DISy, /| Y m(m;~1)/2 (4.2)
i=1

i=1 ge A; he A;

mig az osztalyok kozotti kiillonbozoségek atlaga egyenlet formajaban még “riasztobb’:

k-1 k k-1 k
AVG, =3 N N N DISy, /Y, Y mim (4.3)

i=1 j=i+1g€ A, he A, i=1 j=i+1

AVGp tehat a kohézid, AVG. pedig a szegregacid mérészama, a DIS kiilonb6zdség pedig a 3.
fejezetben bemutatott fiiggvények bdrmelyike lehet, mint pl. a kevert adattipusokra kidolgo-
zott Gower-index. Egy adott particid “josagat” méro J figgvényt a kohézid és a szegregacid
hanyadosaként definialjuk (ez esetben G-vel jeldlve):

_AVG,

VG 44

e

azaz minél nagyobbak a “kiilsd” kiilonbozoségek a “bels6khoz” képest, annal jobb a
felosztas®. Egy teljesen véletlenszerii osztalyozasnal a G értéke 1 koriili (1-nél nagyobb érték
annak a nyilvanvaldan “extra-rossz” esetnek felel meg, amikor a bels6 kiilonbozoségek atlaga
meghaladja a kiilsokét). A belsd értékek csokkenésével és a kiilsdk novekedésével par-
huzamosan G hatarértékben a 0-hoz tart. Elmondhatd, hogy G az osztdlyozas josaganak egy
altalanos, a kiilonbozdoség tipusatol fiiggetlen mérészama. G eldnye, hogy a kiilonféle koeffi-
ciensek alapjan kapott osztalyozasok josaga kozvetleniil 6sszemérhetd egymassal, hiszen G
teljesen érzéketlen pl. az értéktartomanyra.

A moddszer algoritmusa csak az alkalmazott josagi kritériumban tér el a k-kdzép modszer-
t6l: minden 1épésben azt az objektumot helyezziik at, amely G maximalis csokkenését idézi
eld. A kezdeti osztalyozasra azokat a lehetdségeket vehetjiik csupan figyelembe, amikor nincs
szlikség a sulypontok meghatarozasara.

A 4.4 dbra mutatja a mddszer eredményességét a példak esetében, az euklidészi tdvolsag
alkalmazasa mellett (az euklidészi tavolsag itt nem lett volna “kdtelezd”, azonban csak igy van
értelme az Osszehasonlitasnak a k-kozép modszerrel). Az a, b és d esetekben az osztalyozas
azonos a k-kozép modszerrel kapott eredménnyel, igy ezeket nem mutatjuk be jra. A ¢ eset-
ben egy eltérés jelentkezik: a 14. objektum a baloldali osztalyba keriilt, ellentétben a k-kozép
osztalyozassal, mutatva az atmenetet jelentdé objektumokkal kapcsolatos besorolasi prob-
lémékat. Az e példaban valamivel jobb eredményt kaptunk, mint a k-kdzép eljarassal, mert a
kozEéps6, kompakt csoport legalabb egyben maradt. Az f esetben természetesen ezuttal sem
johetett ki mas, mint a pontok egy viszonylag 6nkényes felosztasa.

Amit a k-kozép mddszernél nem tehettiink meg, arra itt lehetdség nyilik: a G értékek koz-
vetleniil dsszevethetok s igy az osztalyozasok relativ josaga értékelhetové valik. A legjobb

4 A 4.4 hanyados osztalyozasok a posteriori josaganak eldontésére régen ismert (vo. pl. Hartigan 1975), az
osztalyozas folyaman azonban, mint josagi kritériumot Podani (1989a) alkalmazta altalanosan, a hierarchikus
esetben is (lasd az 5.2.4 részt).
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4.4 abra. Az index-fiiggetlen osztalyozas eredményei a példaadatokra. Csak a k-kozép modszerétol

eltérd felosztasokat mutatjuk be.

értéket természetesen a b esetben kapjuk (G=0,23), s ehhez képest mar nagyon magas az ép-
pen “Osszeérd” két osztaly értéke a ¢ esetben (G=0,48). A tobbi esetre még rosszabb az
“osztalyozhatosag” értéke, foleg a kohézid csokkenése miatt (d-re G=0,52, e-re pedig
G=0,56). Feltiind, hogy a random (a) esetre kapott érték — legalabbis két tizedesjegyig —
megegyezik az e-vel (G=0,56). A legkevésbé osztalyozhaté nyilvan az f példa reguléris
ponthalmaza, a maga G=0,64-es értékével.

A “belsd” és “kiils6” tavolsagok figyelembevétele természetesen megtalalhaté a matemati-
kailag kifinomultabb eljarasokban is, de ezek alkalmazhatdsaga megint csak az euklidészi
esetre redukalodik. Szamos szerzd javasolta, hogy az eltérésszorzat-osszegek matrixat bontsuk
fel két Osszetevore, az osztalyok kozotti (“between-class”, B) és az osztalyokon beliili
(“within-class”, W) részre. Ekkor a teendd egy olyan particio el6allitasa, amely maximalizalja
a W'B matrix legnagyobb sajatértékét (Roy kritérium) vagy pedig nyomat (Hotelling
kritérium, lasd Anderberg 1973). Amint Gordon (1981) megjegyzi, ezek a kritériumok ha-
jlamosak lehetnek egyenlé méretli osztalyok létrehozasara. Megemlithetnénk még egyéb
eljarasokat is, de ezek mar igen szigoru feltételeket timasztanak az adatokkal szemben (pl.
tobbvaltozos normalitas), amelyek ritkan teljesiilnek.

4.1.3 Tobbszoros particiondlds

Az osztalyok szamanak eldzetes rogzitése elkeriilhetd a particionald modszerek (jelen esetben
a k-kozép eljaras) rekurziv alkalmazasaval, amely atmenetet jelent a hierarchikus osztalyozas
felé (5. fejezet). Az objektumhalmazt el6szor két részre bontjuk, majd egy 11j osztalykézéppont
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kivalasztasaval harom osztalyra tériink at, és igy haladunk tovabb addig, amig az altalunk
megadott maximalis osztalyszdmot, kmax, el nem érjiik (a modszert André [1988] nevezte el
tobbszoros particiondlasnak). Az algoritmus a kdvetkezd:

1. Az objektumokat kezdetben egy osztalyként kezeljik, s kiszamitjuk a sulypontot.
Megkeressiik a stulyponttdl legtavolabb esé objektumot, s ezt egy 0 osztdly magpont-
janak tekintjiik. Ekkor tehat £=2.

2. Ez a 1épés gyakorlatilag egy teljes k-kozép elemzés: minden objektumot athelyeziink
abba az osztalyba, amelynek sulypontjadhoz a legkozelebb esik. Ekkor 1j sulypontokat
kell kiszdmitanunk, s tovabbi athelyezésekre lehet sziikség. Az athelyezéseket és a suly-
pontok atszamitasat abbahagyjuk, ha az osztalyok mar nem valtoznak, azaz minden ob-
jektum abba az osztalyba tartozik, amelynek a stlypontjahoz a legkozelebb van.

3. Megnoveljik eggyel & értékét. Ha ez nem nagyobb, mint kmax, akkor megkeressiik azt
az objektumot, amelyik a sajat osztalyanak a stlypontjatdl a legtavolabb van, és ezt
tekintjiik az 0j osztadly magpontjanak, majd visszamegyiink a 2. 1épéshez. Ha kinax értékét
meghaladnd az osztalyok szama, akkor az elemzés leall.

A fenti algoritmust kovetve végeztiik el a példaesetekre az osztalyozast. Kiemelendd: most
nem az eltérésnégyzet-6sszeget minimalizaljuk, s ez kiilonbségek forrdsa a k-k6zép mddszerrel
kapott eredményektdl. A ¢ eset 14. pontjat ugyanis a tobbszords particionalas (az “index-fiig-
getlen” eljarashoz hasonldan, vo. 4.4c abra) a baloldali osztalyba tette. Ha azonban alaposab-
ban megvizsgaljuk az adatokat kideriil, hogy a 14. objektum a jobboldali osztalyban is éppen
olyan j6 helyen van: athelyezése ugyanis a stlypontot uigy valtoztatja meg, hogy most ahhoz
kertiil k6zelebb. A sulyponttol vett tavolsagok alapjan tehat tobb egyenrangli megoldas is adod-
hat. Erre az esély joval kisebb az eltérésnégyzet minimalizalasakor: a konkrét példdban esze-
rint jobb, ha a 14. objektum a “jobboldali” osztalyba keriil (lapozzunk vissza a 4.3¢ abrahoz!).
A 14. objektum helyzete tehat nagyon bizonytalan, amelyre a k-k6zép moddszer két valtozata
eltérden reagalt.

A t6bbszoros particionalds eredménye hierarchikus osztalyozas, ha a k+1 értékre kapott uj
osztaly a k érték melletti valamelyik osztaly kettébontasabdl szarmazik, és ez fennall £ minden
altalunk figyelembe vett értékére. Ez valdsult meg a b példa osztalyozasaban, amikor is a
kapott osztalyok k kiilonb6z6 értékeire a kovetkez6 sorozatot adtak:

k=2 {1-19} {20-25}

k=3 {1-7} {8-19} {20-25}

k=4 {1-7}{8-13} {14- 19} {20 - 25}
(a k=4 esetben megegyezden a 4.3b abraval). Ezzel szemben a d példara k& két kiilonbozo
értéke mellett mar egymasba nem beagyazhato osztalyokat kaptunk:

k=2 {1-11,13} {12, 14 - 25}

k=3 {1-7,13} {8-12,19} {14 - 18,20 - 25}
(1. a 4.5d abrat a k=3 esetre, amelynél az analizist befejeztiik). Ennek az ellentmondasnak az
lehet egy lehetséges értelmezése, hogy az objektumok osztalyozhatdsaga kérdéses £ jelen

értékei mellett (André 1988), mint ahogy ez valoban igy is van a d példaban: a megnyult osz-
talyokat ugyanis e médszerrel nem tudjuk kimutatni.

A tobbszords particionalas eredménye teljesen eltér az el6zoektdl az e és az f esetekben is.



Nem-hierarchikus osztdlyozas

123

16 17

18

23 24

e 18 5 10 15 20 25
17 16
25 4 9 14 19 24
24 94 15 14
23 22 19 3 8 13 18 23
12
2 13
3 8
1 6 10 14 2 7 12 17 22
4
5 9
1 6 11 16 21

4.5 abra. A t6bbszoros particionalas eredménye a példaadatokra. Az egyes Iépésekben az athelyezés a
sulypontokhoz valo tavolsag alapjan tortént, s nem az eltérésnégyzet-9sszeg minimalizalasa volt a cél.
Az a és b esetre az eredmény megegyezik a 4.3 dbran lathatoval, a ¢ esetre pedig a 4.4 abraéval.

A fenti algoritmus soran minden 1épésben az osztalyok valamelyikét kettéosztottuk (1. a di-
viziv modszereket az 5. fejezetben). Természetesen forditva is eljarhatunk: az objektumokat
eloszor kmax szamu osztalyba rendezziik. Miutan az optimalis osztalyozast elértiik, azt a két
osztalyt, amelyek sulypontja a legkézelebb esik egymashoz, osszevonjuk. Ezt a kpma—1
osztalyos felosztast tokéletesitjiik az athelyezésekkel, majd ujabb dsszevondssal 1épiink tovabb
(pl. Beale 1969, Wishart 1978). Ezek a mddszerek az agglomerativ hierarchikus eljarasok felé
mutatnak atmenetet.

4.1.4 Nagy objektumhalmazok gyors particiondlasa

Az elézoekben targyalt mddszerek szamitogépes megvaldsitdsaban az objektumhalmaz maxi-
malis méretét a rendelkezésiinkre 4116 gyorsmemoria szabja meg. Ez példaul azt jelenti, hogy
egy atlagos 640kbyte-os szamitdgép csak néhany szaz objektumot tud elemezni. Eldadodhat-
nak azonban olyan esetek, amikor nemhogy par szaz, hanem tobb szazezer objektumunk van,
s ezeket szeretnénk valamilyen modon osztalyokba sorolni. Példaként emlithetjiik a mithold-
felvételek alapegységeit, a pixeleket, melyek klasszifikacioja a képeken lathatd mintazatok
felismerése és azonositdsa szempontjabol nélkilozhetetlen. Ekkor, még ha a
memoriaprobléma megoldhatd is kiillonféle magneses hattértarolok alkalmazasaval, a hagyo-
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manyos modszerek rendkiviil nagy futasidot igényelnének. Sziikség van tehat olyan elja-
rasokra, amelyek nagy adathalmazok viszonylag gyors osztalyozasat is lehetdvé teszik. A se-
besség novelése persze dldozattal jar: igen kicsi esélylink van arra, hogy a gyors mddszerekkel
eloallitott eredmények optimalisak legyenek. Sot, az eredmény gyakran attol is fugg, hogy
milyen sorrendben adjuk meg az objektumokat az adatok beolvasasakor. Ugyanakkor viszont
a sokszazezres objektumhalmazok néhany szaz csoportra egyszeriisddnek, ezutan mindegyik-
bol kivalaszthatd egy-egy objektum mint a csoport képviseldje, és az ilymddon redukalt
adathalmaz mar elemezhet6vé valik a szabatosabb mddszerek segitségével is (és itt most mar
nemcsak a particionalasra, hanem a késdbbi fejezetekben leirt modszerekre is gondolunk, me-
lyeknél a memoria és a sebesség még jobban korlatozo tényezo lehet).

A gyors particionald mddszerek (azun. “quick clustering” eljarasok) egyik alapelve, hogy
az adatokat objektumonként olvassuk be magneslemezrdl, tehat nem kell tarolni a teljes adat-
tombot a gyorsmemoriaban. Az alaptipus a vezetd (“leader”) algoritmus (Hartigan 1975),
amely mindgssze egyetlen egyszer vizsgalja végig az adatmatrixot a kovetkezdk szerint:

1. Kivalasztunk egy, a problémanak leginkabb megfeleld tavolsag vagy kiilonb6zoségi
figgvényt (DIS). A 3. fejezetben felsoroltak jelentds része felhasznalhatd erre a célra.
Emellett meg kell adnunk a DIS egy T kiiszobértékét is, amely a gyors osztalyok méretét
(pontosabban “atmérdjét”) szabja majd meg az elemzés egyes Iépéseiben.

2. Az 1. osztaly vezetd (kezdd) objektumaként az 1. objektumot valasztjuk. Jeloljik
j-vel atobbi objektum indexét, azaz j=2...m. Az osztalyok szama ekkor még i=1.

3. Noveljik j értékét 1-gyel. Ha j=m, az elemzés véget ér.

4. Elkezdjiik a mar meglevo osztalyok vizsgalatat 1-t6l k aktualis értékéig. Amennyiben
a j objektum tavolsaga valamely vezetd objektumtol kisebb, mint 7, akkor a j objektumot
az elséként adodo ilyen osztalyba besoroljuk, s visszatériink a 3. 1épéshez.

5. Ha a j objektum minden vezetd objektumtol tavolabb esett, mint 7, akkor ezt egy 1j
osztaly vezetd objektumaként tekintjiik, k értéke tehat eggyel nd, s visszatériink a 3.
1épéshez.

A modszer kétségtelen eldnye a nagy gyorsasag, viszont hatranyos, hogy a végeredmény
nagymértékben fiigg az objektumok sorrendjétol (pl. az 1. objektum mindig vezetd). Ez utdbbi
hianyossag kikiiszobolhetd, ha a vezetd objektumokat véletlenszertien valasztjuk ki a még
nem besorolt objektumok halmazabdl. Ez viszont a sebesség rovasara megy, mert ekkor mar
tobbszor kell végigfutnunk az adatokon (éppen annyiszor, ahany osztalyunk lesz). Tovabbi
hianyossag, hogy az elemzés soran el6szor képzodo osztalyok joval nagyobbak, mint a késdb-
biek. Ennek egyik oka az lehet, hogy az eldszor létrejovd (a sok dimenzidban hipergémb
alaku) osztalyok kozotti “liregekben” megrekedhet egy-egy pont, amint azt a 4.6 abra is szem-
Iélteti két dimenzidra. Megoldasul bevezetheté egy masodik 72 kiiszobérték is (amely
valamivel nagyobb T-nél), és ennek felhasznéalasaval a kis osztalyokba es6 objektumok az
elemzés egy masodik fazisaban athelyezhetok a legkozelebbi nagy osztalyba (COMPCLUS
modszer, Gauch 1979, 1980). Ami ezutan kis osztdly marad, az mar jogosabban tekinthetd
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4.6 abra. A gyors particionalas hatranya, hogy egyes objektumok “beszorulnak™ a kezdeti osztalyok
kozotti “tregekbe”, s késobb kialakitott kis osztalyok magpontjai lesznek. Egy igazi outlier, azaz a
tobbi objektumtdl nagyon eltéré objektum a bal felsd sarokban talalhatd *-gal jeldlve.

osztalyokba nehezen besorolhatd, un. outlier (kilégd) egyednek (mint pl. a *- gal jel6lt pont a
4.6 abran). T értékének megvalasztasaban is iigyesnek kell lenniink. Ha 7-t tal kicsinynek
valasztjuk, akkor nagyon sok osztalyt kaphatunk és az eredmény haszndlhatatlan lesz. Tul
nagy T-re viszont akar egyetlen egy osztaly is elBUBUadddhat. Nyilvanvald tehat, hogy tobb
elemzést célszerl lefuttatnunk 7' (és a COMPCLUS esetében 772) kiilonb6zo értékei mellett, s
ezutan valaszthato ki a szamunkra leginkabb megfeleld osztalyszam.

A CLUSLA modszer (Louppen & van der Maarel 1979) kombinalja a gyors elemzés fenti
modszerét az iterativ athelyezésekkel, s azokat az objektumokat, amelyek egy masik vezetd
objektumhoz kozelebb vannak, athelyezik. A vezetd algoritmus €s a t6bbszords particionalas
kozott atmenetet jelentd stratégia is alkalmas lehet a gyors osztalyozasra (Hartigan 1975). Eb-
ben a tobbszords particiondlas algoritmusa modosul gy, hogy az egyes 1épésekben nem
torténik athelyezés. Az elsé vezetd objektum lehet pl. az Osszes adat stlypontjahoz leg-
kozelebb es6 pont, a masodik pedig az ettdl legtavolabb 1évo objektum. Az Gsszes tobbit egy-
szertien ahhoz az objektumhoz soroljuk, amelyikhez a legkdzelebb esik. A kdvetkezd 1épésben
kikeressiik azt az objektumot, amelyik a sajat vezetdjétdl a legtavolabb van, s ez lesz a har-
madik osztaly vezetoje, és igy tovabb, k tetszés szerinti értékéig.

4.2 Atfedéses osztalyozasok

A 4.3cill. a 4.4c abrak egy olyan esetet illusztralnak, amikor az osztalyba tartozds nem ny-
ilvanvalo: a 14. objektum akar az egyik akar a masik osztalyba is kertilhet. Mint lattuk, a k-
kozép mddszernek a sulypont kdzelségét figyelembe vevo valtozata egyforman jonak is talalja
mindkét megoldast. Felmertiilhet a lehet6ség, hogy ilyen bizonytalan esetekben “szabaduljunk
meg” a hagyomanyos particionalé modszerek kotottségétol, az osztalyok kozotti sziikségszerti
diszjunkciotol, és mondjuk ki: tartozzon a 14. objektum egyidejlileg mindkét osztalyba! Ezzel
egy un. dtfedéses (“overlapping”) klasszifikaciot hozunk létre. Az ilyen tipusu osztalyozasokat
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4.7 abra. A Jardine-Sib-
son féle By osztalyozas
abrazolasa graf segitsé-
gével. A harom teljes rész-
graf egy-egy osztalynak
felel meg, koziilik kettd
atfed a k=3 szinten, azaz
maximum két objektum-
ban.

Jardine & Sibson (1968) javasolta eldszor “By clustering” néven, éppen az atmeneti jellegl
objektumok miatt nehezen osztdlyozhaté halmazok adatszerkezetének valoszeriibb
jellemzésére. A definicid szerint egy objektumhalmazra osztalyozasok egész sorozata adhato
meg k=1, 2, 3 stb. értékeire, amelyben barmely két osztaly legfeljebb, de nem feltétlentil, k—1
objektumban fedhet at egymassal. A hagyomanyos particiok tehat B1 osztalyozasok, mig a
fenti példa (a két osztalyba sorolt 14. objektummal) egy B> klasszifikaciot reprezental. (Ez a
k nem tévesztendd 6ssze a k-kdzép mddszer osztalyszamaval; ugy latszik nem volt elég betl
az abc-ben, mert a szakirodalom mindmaig ragaszkodik a k~-hoz mindkét esetben).

A Bj modszer algoritmusa az eddigieknél kissé komplikaltabb (lasd pl. Ling 1972, Rohlf
1975b) s igy csak a fobb alapelveket k6zoljikk. Az objektumokat egy graf szogpontjaiként kell
elképzelniink, melyben minden szégpont-part ¢l kot dssze, ha a megfeleld két objektum hason-
losaga egy T kiiszobértéknél nagyobb. Ezutan Gn. maximadlis teljes részgrdfokat kell keres-
niink, amelyek a lehetd legtobb pontot tartalmazd olyan részgrafok, ahol minden parositasban
van ¢l. Ezen részgrafok koziil azok lesznek az atfedd osztalyok, amelyek legfeljebb 41 pont-
ban metszik egymast (k—1 pontban kdzosek). Egy ilyen esetet mutat be k=3-ra a 4.7 dbra. A
keresést természetesen tovabb folytathatjuk 7' csékkend értékeire, és ekkor atfedéses hierar-
chikus osztalyozashoz jutunk (v6. a kovetkezo fejezettel). Ugyancsak valtoztathato k értéke is,
tehat a kutatonak elég sok mindent at kell tekintenie egyidejlleg, hogy a Bir modszer ered-
ményét megfelelden értékelhesse. Az eredmények dbrazolasa is nehézkes, s emiatt sokan nem
ajanljak ezt az eljarast. A By mddszer helyett a kovetkezo részben targyalt, viszonylag tijabb
keletli mddszert, a fuzzy osztalyozast javasolhatjuk.

4.3 “Lagy” (fuzzy) osztalyozasok

Gyakran talalkozhatunk olyan osztalyozasi problémakkal, amikor bizonyos objektumok nem
sorolhatdk be egyértelmien egyik osztdlyba sem. Ezt illusztralta a 4.3c éabra is, és ezt a
problémat probaltuk athidalni az atfedéses klasszifikaciok segitségével az el6z6 részben. Mint
mar emlitettiik, sok osztalyra és nagyszamu objektumra az atfedéses osztalyozasok kevéssé
alkalmasak, ¢s az eredmények sem abrazolhatok mas eljarasok, példaul ordinacidk beiktatasa
nélkil. Fontos volt tehat az a felismerés, hogy problematikus osztalyozasok nem irhatok le
egyértelmiien a korabbi, diszkrét modszerek alkalmazasaval. Konnyebben interpretalhatd, a
valos viszonyokat jobban tiikr6z6 eredményeket kaphatunk, ha az osztalyba tartozas fogalmat
kicsit “fellazitjuk”. Mindehhez Zadeh (1965) “forradalmian’ 11j elképzelése a lagy (="fuzzy")
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halmazokrol adta a kiindulast. A klasszikus halmazelmélettel szemben itt megengedjiik, hogy
egy objektum tobb részhalmazba is tartozzon ugy, hogy a hovatartozas mértéke kiilonbozo is
lehet. Fuzzy osztalyozasok esetén az osztalyba tartozas erBUBUsségét sulyokkal fejezziik ki
azzal a kikotéssel, hogy egy objektumra nézve a sulyértékek osszege 1-et kell adjon. (Ez a
feltétel a valoszintiségeket juttathatja rogton esziinkbe, hiszen egy teljes eseményrendszerre a
valosziniségek sszege is 1. Az analdgia azonban nagyon tavoli, hiszen a stlyértékek nem az
osztalyba tartozas valoszinliségét jelentik, hanem az objektumok osztilyokhoz valé affi-
nitasat, “vonzdodasat” fejezik majd ki.) Az osztalyozas tehat egy matrixszal irhato le, melynek
sorai az objektumok, oszlopai az osztalyok, s az egyes értékek a sulyok:

U= {ujc},j=1,..m, c=1,.k ¢s

k
Zujc =1 minden j-re 4.5)
c=1

(az osztalyok szamat, k-t, elore kell megadnunk, csakugy, mint a k-kozép mddszernél). A
kérdés “csupan” az, hogy miképpen allithaté eld egy ilyen tablazat?

A legegyszerlibb és legaltalanosabban ismert fuzzy osztalyozd mddszer a c-kozép (vagy
fuzzy k-kozép) eljaras (Bezdek 1981, 1987, Marsili-Libelli 1989). Ennek soran az ugynevezett
fuzzy eltérésnégyzet-osszeget kell minimalizalni:

m k
Fsso=3 N uld: . (4.6)
j=lc=1
ahol
n
di =Y (i~ ) 4.7)

i=1

aj objektum és a ¢ osztdly siullypontja kozotti tavolsag, és f(>1) a lagysagi paraméter. Minél
nagyobb fértéke, annal lagyabb a kapott particio, azaz annal elmosddottabb lehet az osztalyok
kozotti hatarvonal. A fuzzy osztilyozasnal tehat nemcsak az osztalyok szamat kell el6re
megadnunk, hanem f-et is. Ez egyrészt ujabb onkényes dontést igényel, masfeldl viszont le-
hetdséget ad arra, hogy a paraméterek valtoztatasaval adatainkat alaposabban elemezhessiik.

Az osztalyok sulypontjait a kovetkezoképpen hatdrozzuk meg:

m f
Z HicXij
_J=t

N
ujc

Oje (48)

j=1
Az osztalyozas fobb algoritmikus 1épései:

1. A kezd6 osztalyozast az egymastol legtavolabb esd k kezddpont kivalasztasaval adjuk
meg. Emellett természetesen mas, a 4.1.1 részben ismertetett kiindulas is elképzelheto.
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2. A kiindulasi sulyértékeket minden j objektumra gy hatarozzuk meg, hogy azok a
sulypontoktol vett tdvolsagaikkal aranyosak a (4.5) feltétel teljesiilése mellett.

3. Az 1j sulyértékek meghatarozasa a kovetkezd egyenlet alapjan torténik:
1

RN
Y i
d.

h=1\ "jh

(4.9)

l/l"jcz

Amennyiben djc=0, vagyis a c osztaly sulypontja egybeesik a j objektummal, akkor ;¢
=1 mig az §sszes tobbi sulyérték 0 lesz.

4. Kiszamitjuk az 01j stilypontokat a 4.8 egyenlet segitségével.

5. Az elemzés leall, ha a mostani, g-adik ciklusban kapott uj értékek és az el6zo, g—1-
edik ciklusban kapott stlyok kozotti eltérés nem 1€pi til az elére megadott € kiiszobot:

- (@ _, -1
€= m]axmaxluj? —ud ™l (4.10)
A leallitas kritériuma tehat a két iteracid kozotti maximalis valtozason alapszik. Ha €
tullépi a kiiszobértéket, akkor visszatériink a 3. 1épéshez. Egyéb esetben a legutoljara ka-
pott sulyértékek jelentik az osztalyozas végeredményét.

A modszert illusztralanddé megvizsgaltuk a 4.3¢ abran lathaté ponthalmazt a kovetkezo ki-
indulasi paraméterekkel: k=2, f=1,5 és € =0,01. Ezt az € kiiszobértéket mar a 4. iteracids 1épés
utan elértik. Az objektumok jelentds része erdsen “vonzddik™ valamelyik osztalyhoz, amint
azt a 0,9-nél nagyobb sulyok jelent6s szama mutatja (4.1 tablazat). A sok problémat okozo 14.
objektum két stlyértéke azonban csaknem azonos (vastagon szedve a tablazatban), jol mutatva
a két osztaly kozotti atmeneti helyzetet.

A fuzzy osztalyozasok értékelésében rendszerint nem elegendd a sulyértékek egyszer(i
megvizsgalasa. Tobb lehetoségiink is van példaul arra, hogy az osztalyok “optimalis” szamat
meghatarozzuk. Elsoként emlitendd meg a Bezdek (1974, 1981) -féle particios koefficiens

m k
E=YYuw./m A.11)

j=1c=1

amely 1/k-tol 1-ig terjed. k kiilonb6z6 értékeire a fliggvény relativ maximumértékeket ér el ott,

ahol k az optimalis osztalyszammal megegyez6. A Fc értelmezési tartomanya azonban &-t6l

fligg, s ezen ugy segithetlink, ha azt a [0,1] intervallumra kiterjesztjiik az alabbiak szerint:
kF, -1

F=—— 4.12
" (4.12)

A partici6 hatdkonysdgat Dunn szerint az entropadval is mérhetjiik:

m k

H:—lZZujclogujc (4.13)

mio =
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4.1 tablazat. A fuzzy osztalyozas eredménye a 4.3c abra pontjaira k=2 és /=1.5 mellett.

Objektum 1. osztaly 2. osztaly
1 .9839 .0161
2 .9819 .0181
3 .9973 .0027
4 .9948 .0052
5 .9901] .0099
6 .9556 .0444
7 .9940 .0060
8 .9979 .0021]
9 .9536 .0464
10 9810 .0190
11 9723 .0277
12 9915 .0085
13 .9676 .0324
14 .505 4950
15 .0804 9196
16 .0547 .9453
17 .1951] .8049
18] .046 .954
19 .0023 .9977
20 .0003 .9997
21 .0173 .9827
22 .0012 .9988
23 .0018 .9982
24 .0190 9810
25 .0104 .9896
Ennek standard alakja a kovetkezo:
o H (4.14)
1-k/m

k kiilonféle értékeit végigprobalva a 4.14 fiiggvény minimuma kikereshetd, ezzel eldsegitve

az optimalis osztalyszam megallapitasat.

A 4.3b abra nyilvanvaléan 4 osztalyt “rejt6” példajara a k=2, 3, 4, 5 és 6 értékeket
valasztva, illetve az f értékét is fokozatosan novelve (f=1,2; 1,5; 2,0; 2,5; és 3,0) megha-
taroztuk a fuzzy osztalyozasokat. Az osztalyszam és a particios koefficiens illetve a particios
entropia kozotti 6sszefliggést, £ kiilonbozo értékei mellett, a 4.8 abra két diagramja abrazolja.
Mint vérhat6 is volt, a particios koefficiens a maximumot a k=4 esetben éri el fiiggetlentil f'ér-
tékétol (bar a maximum kevésbé kifejezett az /=1,2 esetben). Ezzel szemben a particids en-
tropia minimum helyét mar £ is befolyasolja: az er6sen fuzzy osztalyozasoknal (£>2) a k=2
esetre adja a minimumot, s a vart eredmény csak a kevésbé fuzzy osztalyozasokra adddik. E
példa alapjan tehat a particids koefficiens tekinthetd az optimalis osztalyszam eldnydsebb in-

dikatoranak.

Az n. szepardlddasi egyiitthato 6sszefiiggésben van a particios koefficienssel:
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0,0 g

0,1
2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
Number of clusters Number of clusters

4.8 abra. A (4.12) particids koefficiens (a) és a (4.14) particids entropia (b) valtozasa az osztalyszam
fliggvényében, fkiilonb6zo értékei mellett a 4.3b abra pontjaira alkalmazott fuzzy osztalyozasokban.

Q-YY 2 (4.15)

Ennek értéke m/k és m kozé esik. Minél kozelebb van az m-hez, annal “keményebb” a
felosztas, azaz annal inkabb kozelitik a sulyok az 1-es értéket. SzéElso esetben minden suly akar
1 is lehet, azaz a hagyomanyos “kemény” particié voltaképpen a fuzzy osztalyozas egy spe-
cialis esetének tekinthet. A b és ¢ osztalyok kozotti paronkénti elvalas az osztalyok suly-
pontjai kozotti tavolsagok felhasznalasaval fejezhetd ki:

n
2
E(Uib )
_ i=1

- max(u]-bd]-b) + m]ax(ujcd

S (4.16)

jc)

A fuzzy osztalyozas tablazatos eredménye grafikus formaban is kifejezhetd. Ehhez egy
olyan koordinata-rendszert kell alkalmaznunk, melynek tengelyei az egyes osztalyoknak, a
koordinatak pedig az objektumok sulyértékeinek felelnek meg. Miutan egy objektumra nézve
a koordinatak osszege 1, a koordinata rendszerben a pontok egy hipersikon helyezkednek el,
hasonldéan az 6sszeggel torténd standardizalashoz. (A 2.9¢ abran ui. az “atléra” rajzolt telt
korok fuzzy osztalyozasnak is megfelelhetnek a A=2 esetre. Ugyancsak az atlon helyezkednek
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 setosa

1
selosa

-‘v”; A ’.'.‘..’”‘

2 . oL 3 2 . P 3
versicolor virginica versicolor virginica

4.9 abra. Az A2 tablazatban szerepld harom /ris faj lagy osztalyozésa a lagysagi koefficiens két kiilon-
bozo értékére, a: f~1,25; b: f=2.5.

el a 4.1 tablazat fuzzy osztalyozasaban szerepld pontok is, a legtobben az atldé valamelyik
végénél, mig a 14. pont az atlo felénél, ezt azonban — gy érezzilk — felesleges lenne kiilon
abran bemutatni.) A papir sikjaban persze csak két osztaly abrazolhaté egyidejiileg a sokbdl,
ennek ellenére a fuzzy osztalyozasok ilyen — tulajdonképpen ordindcios (vo. 7. fejezet) —
abrazolasa megkonnyiti az eredmények interpretacidjat. Itt azonban maris javitani kell ma-
gunkat, mert ha az osztalyok szama éppen harom, akkor a pontok egy egyenlBUBU oldalu
haromszogon helyezkednek majd el és ez két dimenzidba attéve kivaléan abrazolhato. A
haromszog cstcsai megfelelnek az egyes osztalyoknak, s minél kdzelebb van egy pont vala-
mely cstcshoz, annal egyértelmiibb a hovatartozasa. Ha torténetesen mindharom sulyérték
0,33, akkor a pont a haromsz6g sulypontjaba keriil, j6l mutatva az objektum maximalisan “bi-
zonytalan” helyzetét. Ha két sulyérték 0,5, a harmadik pedig 0, akkor a pont a haromszog
megfeleld szaranak felezdjére esik majd.

Ezt a haromszogdiagramos abrazolast az [ris adatok (A2 tablazat) felhasznalasaval mutat-
juk be a 4.9 abran, a lagysagi egytitthato két kiilonbozo értékére, nyers adatokat elemezve. A
fuzzy osztalyozast eleve harom csoportra hajtjuk végre, hiszen kiindulasképpen is harom fa-
junk volt. Mint az abra is mutatja, alacsony f értékre (/~1,25) a harom faj elvalasa eléggé
egyértelmi (igen sok pont egybeesik), bar az Iris versicolor és virginica kozott egy atmeneti
sor is jelentkezik (4.9a abra). Ha a koefficiens értékét nagyobbnak valasztjuk (/=2,5), a fajok
kozotti atmenet folyamatosabba valik, és a setosa és a virginica kozott is “megindul” valami.
A 4.9b abra voltaképpen gy értelmezhetd, hogy a virginica egyedek egy része inkabb a versi-
color, masik része pedig inkabb a sefosa felé “huz”. A haromszogdiagramos abrazolas vol-
taképpen minden olyan esetben hasznalhatd, amikor objektumainkat 3 valtozoval irjuk le, s
ezek értékeinek Osszege minden objektumra 1 (azaz el6zdleg Osszeggel vald standardizaldst
hajtottunk végre).

4.4 Irodalmi attekintés

A particiés médszerek klasszikusnak tekinthetd leirasait és alapos jellemzését Anderberg
(1973) és Hartigan (1975) muiveiben talalhatjuk meg. Kuléndsen tag teret szentel e mddszerek-
nek Spath (1980) példakkal béven illusztralt konyve. Everitt (1980) is részletesen targyalja a
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4.2 tablazat. Nem-hierarchikus osztalyozasi opciok egyes programcsomagokban.

BMDP 7 Statistica SYN-TAX
k-kozép modszercsalad + + +
index-fiiggetlen modszer +
tobbszoros particionalas +
gyors particionalds +
fuzzy osztalyozas +

particionalé munkakat, s kulén érdeme, hogy kitér a megoldatlan problémakra is (kébnyvének
Ujabb kiadasa: 1993). Azonban nem minden osztalyozasrél sz6l6 kézikdnyv ilyen részletes,
mert a f6 hangsuly tébbnyire a hierarchikus moédszereken van (pl. Clifford & Stephenson 1975,
Gordon 1981). A biolégiai alkalmazasokat attekintve megallapithatjuk, hogy a particiok leg-
inkabb az okologia/cénologia teriletén jonnek szamitasba (pl. Orloci 1978, André 1988,
Jancey 1974). Gauch (1982) a nem-hierarchikus osztalyozas elsddleges szerepét a nagy ob-
jektumhalmazok gyors osztalyozasaban latja, és ennek megfeleléen kezeli is a témat, jo
néhany irodalmi hivatkozassal segitve a tovabbi elmélyedésre vagyokat. Magyar nyelvi kézi-
koényvként Fustds & Kovacs (1989) forgathaté haszonnal. A fuzzy osztalyozasrél a legjobb
Osszefoglalot Bezdek (1981, 1987) munkai adjak, s ajanlhaté még Equihua (1990) és Marsili-
Libelli (1989) cikke is. A nem-hierarchikus klasszifikacié és a mintazatfelismerés kozotti
kapcsolatrol sok mindent megtudhatunk Therrien (1989) kdnyvébdl.

4.4.1 Szamitégépes programok

Kuldnféle nem-hierarchikus osztalyozasi moédszerek programlistait szamos kényvben fel-
lelhetjik, kulondsen a 10 évnél régebbi kiadasuakban (pl. Hartigan 1975, Anderberg 1973,
Orléci 1978, Spath 1980, ill. a COMPCLUS listaja, Gauch 1979). Ujabban mar nem “divat” a
programlistak kdzlése, hiszen a kutatok a kénnyen alkalmazhato, “felhasznalébarat” progra-
mokat keresik, melyeknél az osztalyozast ténylegesen kiszamité programrészlet méreteiben
szinte jelentéktelen a “kiszolgald” rutinokhoz képest. A jelen fejezetben emlitett osztalyozasi
eljarasok “el6fordulasi helyeit” a 4.2 tablazatban foglaltuk dssze.

4.5 Kérdezz - valaszolok

K: Egyértelmiinek tiinik szamomra, hogy az dltalad emlitett modszerek kivétel nélkiil “hiper-
gomb alaku” osztdlyokat képesek csak kimutatni, a megnyult pontfelhdket nem érzékelik.
Tudsz-e olyan modszert, ami mondjuk a 4.3d-e abrak megnyult, ill. ivelt pontfelhdit is kimu-
tatnd, hiszen ezek is elsé latdasra “létezé ", jol elkiiloniil6 osztdalyoknak tiinnek?

V: A kérdésed teljesen jogos, hiszen a bemutatott példaknal megelégedtiink azzal, hogy lat-
tassuk: az egyes moddszerek bizonyos esetekben miként, azaz nem mindig a vart moédon
“viselkednek”. Természetesen van olyan eljaras, amely kimutatja akar a virsli vagy sarlo alaka
osztalyokat is, de erre majd a kovetkezd, a hierarchikus médszereket targyald fejezetben kertil
sor. Mindenesetre megemlitem, hogy az egyszerii lanc mddszerrdl van szo, melynek alapelve
egyébként bizonyos komplex particionald algoritmusokban is szerepel (pl. Orloci TRGRPS
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modszere, 1976b, 1978). A hierarchikus osztalyozasokbdl konnyedén eldallithatunk par-
ticiokat, de errdl is majd késobb.

K: A masik f6 gondom az, hogy valoban csak iterdcics, probdlkozasos modon tudunk par-
ticiondlni? Nincs egy olyan, egyértelmii algoritmus ami mindeképpen eldallitia az optimdlis
eredményt?

V:Igen, az osztalyozasi problémak jelent6s része olyan, hogy nagyon nehéz — vagy lehetetlen
— optimalizacids szamitdsmenetet megadni, ami minden esetben egyértelmii megoldast ad €s
egyben hatékony is. Ez azt jelenti, hogy ha mindenképpen az abszolut optimumot akarjuk,
akkor az 6sszes lehetdséget végig kell vizsgalnunk. Kivételes esetek is vannak, pl a “branch
and bound” algoritmus (Grotschel & Wakabayashi 1990) az eltérésnégyzet-6sszeg minimali-
zalasara par tucatnyi objektumra egyértelmti optimumot talal, de ez is igen szamitasigényes és
nagyobb mennyiségili adatra hasznalhatatlan.

K: Van-e egydltalan olyan modszer ami mindig egy eredményre vezet? Fontos-e az a szem-
pont, hogy a médszer végeredménye egy s csak egy legyen?

V: Matematikusok szemsz6geébol nézve feltétleniil. Mas a helyzet persze a bioldgiaban, ahol
kérdéseinkre kielégitd valaszt kaphatunk az un. heurisztikus, azaz modszeresen keresgéld, bar
nem feltétleniil az abszolut optimumot adé eljarasokkal is. Gauch (1982) konyve, amely a
legkevésbé sem vadolhaté meg azzal, hogy tulterheli az olvasot a matematikai részletekkel,
meg is indokolja ezt. Ervei koziil mindenképpen megfontolandé a kovetkezd: a bioldgiai adat-
gyijtés és feldolgozas minden 1épése annyira telitett a szubjektiv elemekkel, hogy 6nbecsapas
lenne egy ilyen modszerre valo térekvés. Ha valaszthatunk, persze, a matematikailag is jobban
definialt modszert részesitsiik mindenképpen elényben.

K: Tulajdonképpen hanyféleképpen sorolhatunk be m objektumot k osztalyba?

V: A lehetéségek szamat az elsofaju Stirling-formula adja meg, miszerint:

1 q ki K )
S—FE(—l) [l} (4.17)

T i=0

Koénnyen meggy6z6dhetsz arrol, hogy 20 objektumot (ami igazan nem sok) 2 osztalyba éppen
524287-féleképpen rendezhetiink el! (A képlet egyébként a k=2 esetre a kovetkezd egyszeriibb
alakot 6lti: S=2"/2 —1; gondolj elemi kombinatorikai ismereteidre!)

K: Még egy dolog furdallja nagyon az oldalam: tobbnyire meg kellett adnunk a keresett
osztalyok szamadt is. Ez eléggé onkényesnek latszik, de legaldbbis kényelmetlennek, hiszen
sokat kell “jatszanunk” k-val, amig végre “értelmesnek” latszo felosztast kapunk.

V: Engedd meg, hogy erre a kérdésre egy kicsit részletesebben valaszoljak, hiszen az adatok-
ban rejlé osztalyok szama a klasszifikacio egy kozponti kérdése. Nem is fogok itt mindenre
kitérni, hiszen a késébbi fejezetekben bdven lesz még utalas erre a problémakoérre.

A most ismertetett mddszerek valdban olyanok, hogy sok mindent végig kell veliik pro-
balnunk az adatstruktura teljes feltarasdhoz. Ez azonban valdjaban nem is olyan nagy feladat,
hiszen a mai szamitogépek mar kelléen nagy kapacitasuak és megfeleld sebességliek ehhez a
— Te szavaddal élve — “jatszadozashoz”. El kell ismerniink azonban, hogy a nem-hierarchikus
osztalyozas eme modszerei onmagukban kevéssé alljak meg a helyliket az adatfeldolgozo



134 4. fejezet

modszerek nagy csaladjaban, s veliikk parhuzamosan célszerli mas tipusi modszereket is alkal-
mazni (a hierarchikus osztalyozasra és az ordinaciora gondolok). Az ordinaciok révén példaul
a sokdimenzids térben elhelyezkedd pontfelhd “lathatéva valik” (hogy miként, azt majd
késbbb), s ennek Gsszevetése a particiokkal mar sokatmondo lehet. Egy hierarchikus oszta-
lyozas pedig particiok sorozataként foghato fel, s igen sok olyan modszer van, amely e sorozat-
ban prébal optimumot keresni (1asd az 5.5.3 részt).

De, hogy ne maradj teljesen csalddott, meg kell mondanom: bizonyos ujabb fejlemények
mar sejtetik, lesz a particionalé modszereken beliil is megoldas. Téged mint bioldgust talan
kiilon is érdekelni fog az Ggynevezett “genetikai algoritmusok™ (Holland 1975, Goldberg
1989) témakore. (Jobb volna talan az “evolucios algoritmus” elnevezés, mint majd latni fo-
god.) Arrdl van szo6, hogy a lehetséges végeredményekbdl szimulacioval eldallitunk egy
“populéciot”, megadunk egy “fitness” fiiggvényt, ami a “populdcid” egyedeinek az életre-
valosagat (osztalyozas esetében a josagat) méri, €s valamilyen trikkkel lehetdséget nytjtunk
arra, hogy a populacié egyedei megvaltozhassanak (azaz a mutdcio is lehetséges). Azon
egyedeket, amelyek a fitness novelésének iranyaba mutalnak megtartjuk és “szaporodni”
engedjik, a hatranyosan modosulé egyedeket pedig kiszelektaljuk. Az evolicio
mechanizmusait bizonyos ideig szabadon mukdodtetjiik, majd megvizsgaljuk, hogy melyek a
populacid legfittebb egyedei. Ezek kozott, ha az evolucid sokaig futott, nagy eséllyel talalunk
maximalis fitnesst egyedeket is, amelyek mar semmiféle mdédositassal nem javithatok tovabb
(itt a f6 kiilonbség a valodi, bioldgiai evolucidval szemben, ahol elvben nem zarul le sohasem
a “fejlodés”). Particiok ilyen evolucios alakitgatasahoz sziikség van egy 0j definiciora, ami a
k-k6zép modszerrel ellentétben (ahol a kozépértékek tobbnyire nem 1étezd objektumokat, csak
atlagokat takarnak) a k osztalyt egy-egy objektummal reprezentalja s a tobbi objektum az ezek-
tél vett tavolsagok szerint osztalyozodik (k-medoid modszer, Lucasius et al. 1993). A
populacié minden egyes egyede ekkor egy “kromoszémaval” jellemezhetd, amely m darab
hogy az illet6 objektum egy medoid, a 0 pedig azt, hogy az objektumot a hozza legkozelebb
es6 medoidhoz kell sorolnunk. A kromoszoma tehat leir egy osztalyozast, melynek josaga sok-
féleképpen mérhetd (Moraczewski et al. 1995 javaslata szerint pl. a nem-metrikus tobbdi-
menzios skalazasban alkalmazott stressz fiiggvényt, 7.66, célszerii figyelembe venniink). A
kromoszéman pontmutaciokat, sét két kromoszoma kozott atkeresztezédéseket is végrehajt-
hatunk, majd az uj egyedeket megfelelé mddon kiszelektaljuk. Ezek a mddszerek még csak
kisérleti stadiumban vannak, hiszen a pontmutaciok és az atkeresztezddések gyakorisaga, a
kiindulé populacié nagysaga stb. jelentdsen befolyasolja a hatékonysagot (1. Moraczewski et
al. 1995 vizsgalatsorozatat). Nem kétséges, hogy idovel az ilyen evolicids algoritmusok is
megjelennek majd a kommercialis programcsomagokban.

K: Ez egy igen tanulsdgos kitérd volt szamomra, s megmutatja, hogy milyen érdekes kutatdsi
témdak rejlenek az osztdlyozds témakdorében. De most hadd térjek vissza az dltalad bemutatott
példdkra, mert van veliik kapcsolatban még néhany észrevételem. Erdekes, hogy a hdrom
asszehasonlitott modszer a random esetre és a jol elvdlo, négy aggregdtumos esetre adott csak
azonos eredmeényt (a és b esetek). Ez utobbit még csak értem, hiszen valoban “idedlis” csopor-
tosulasokrol van szo. Az azonban mar nem vildagos elottem, hogy miért pont a szabalyos elren-
dezodésre adtak az egymastol legkiilonbozobb eredményeket (az f abrdkon)?
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V: Hat éppen ez az: a szabalyos elrendezddés, amikor is a pontok — némi “zajjal” megspékelve
(1. az A3 tablazat utolso két oszlopat) — egy négyzetracs keresztezédéseiben helyezkednek el,
alehetd legkevésbé felel meg az osztalyozhatosag kvetelményeinek. A példaval tehat, miutan
a Te figyelmedet sem kertilte el a dolog, sikertilt megmutatnunk, hogy az eredmények kozotti
jelentds eltérés mindenképpen az osztalyozhatatlansag jele.

K: Nekem ugy tiinik, mintha az index-fiiggetlen particiondlds dltaldban jobb eredményt adott
volna, mint a madsik kettd. Legaldbbis...

V: Hadd szakitsalak maris félbe. Ne hagyd magad félrevezetni! A példakkal nem “bizonyitot-
tunk” semmit, s féleg azt nem, hogy az A mddszer minden esetben jobb a B-nél! Az viszont
talan kidertilt az eddigiekbdl is, hogy egy-egy eredménnyel nem szabad megelégedniink, s
célszerli annyiféle eljarast kiprobalnunk, amennyit csak lehet. A mai szamitégépeken ez mar
igazan nem lehet gond.

K: Igen dm, de akkor mit csindlok azzal a sok-sok eredménnyel amit ugyanazon adatok kiilon-
féle feldolgozasaival kapok?

V: A kérdés — mint mar korabban is sokszor — nagyon talald, de hadd varassalak meg a
valasszal egészen a 9. fejezetig, amelyet szinte teljes egészében ennek a problémanak szen-
telek.

K: Akdrmi is lesz a megoldas, fogadjunk, hogy a térsorok itt is beugranak majd!

V: Ordogod van, a fejezet legutolsé példdja erre szeretett volna kdzvetve utalni. Az f fuzzy
paraméter valtoztatasaval kapott osztalyozasok sorozata mi mas, lenne mint egy térsor? Bar
csak két értéket néztiink meg (a 4.9 abran), mar az is igazolta: az f értékek fokozatos val-
toztatasaval Iétrehozhato egy osztdlyozdsi sor, amely sokkal, de sokkal t6bb informaciot nyujt
az osztalyozott objektumokrél, mint barmelyikiikk 6nmagaban. De mondom, az értékelés
tovabbi lehetdségeivel még varnék.

K: Jo-jo, de akkor még annyit darulj el, hogy mely teriileteken tekinthetd kiemelten fontosnak
a nem-hierarchikus osztdalyozds?

V: Példaul a vegetacidtérképek készitésében, hiszen maga a térkép — amennyiben kiilonféle
vegetaciotipusokat mas és mas szinnel jeloliink — is egy klasszifikacio. A rendszertanost is
erdteljesen érdekelheti, hogy egy taxonon beliil milyen egyenrangt kategériak kiilonithetok el
(pl. egy faj populacidin beliil). De, hogy egy szamunkra csupan kiilonlegességnek tiind dolgot
is emlitsek, Kanadaban pl. aruhazi tolvajok, helyesebben a tolvajlasi “stilusok™ tipizalasara is
alkalmaztak mar a particionalas médszereit (McShane & Noonan 1993).
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