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Tavolsag, hasonlosag, korrelacio...

(Az adatmatrixbol egy masik matrixba)

Az elemzés elsd, meghatarozo szakasza a mintavétellel és az adatok esetleges atalakitasaval
lezarult. Ezutan mar arra kell 6sszpontositanunk, hogy miként “hamozhatjuk ki” a sokdi-
menzids adattérben rejlé informacidt, hogyan tarhatjuk fel az objektumok kozotti kapcsolat-
rendszert. Az elsé 1épés ebben a meglehetdsen komplikalt folyamatban a pontok kozotti
tavolsagok — vagy mas, rokon jellegli 6sszefiiggések (hasonlosag, kiilonb6zdség, korrelacio)
— kiszamitasa. (Megjegyzendd persze, hogy bizonyos mddszerek egyszerlien megkeriilik ezt
a 1épcsoéfokot, amint arra a 0.1 abra is utalt.)

3.1 Alapfogalmak

3.1.1 Metrikdk, az euklidészi tavolsdg

Mielétt attekintenénk a cim alapjan elsd latasra is sokrétli terminoldgiat, tisztaznunk kell: mit
is értiink valdjaban tdvolsdgon? Koznapi értelemben nincs kiilondsebb gond: két pont tavol-
saga a kozottilk meghtizhato egyenes szakasz hosszusaga. Ez az ugynevezett euklidészi tavol-
sdg kiterjeszthetd akdrmennyi dimenziora is (lasd a 3.47 formulat). Még ha a sokdimenzids
esetet nem is tudjuk elképzelni, a kdznapi tavolsagfogalom jelenti a legjobb kiindulépontot a
tobbi tavolsag és hasonldsag targyalasahoz. Ha n pontunk van, akkor a kozottiik minden le-
hetséges parositasban kiszamitott tavolsagok egy ujabb matrixba, a tdvolsdgmatrixba irhatok
be. A 2.1 adatmatrix harom oszlopara (egyedére) nézve a tavolsagmatrix a kovetkezo lesz:

‘ 1. egyed 2. egyed 3. egyed

1. egyed 0 3,0 3.0
2. egyed 3,0 0 5,1
3. egyed 3,0 5,1 0
azaz, “hivatalos” formaban
0 30 30
D;;=|30 0 51 (3.1

30 51 O
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Az euklidészi tavolsag csak egy — bar kiemelt jelentéségli esete — egy altalanos fligg-
vénycsoportnak, a metrikdknak. Adataink feldolgozasaban nagyon sokféle metrika johet
szamitasba. Metrikanak tekintiink minden olyan dj; fliggvényt, amely az dsszes pontra nézve
megfelel a kovetkezo feltételeknek (metrikus axiomak):

1) Amennyiben két pont egybeesik, azaz j=k, akkor djx = 0. (djk akkor és csak akkor 0,
ha j=k.)

2) Ha két pont kiilonbo6z6, azaz j # k, akkor djx > 0.

3) A szimmetriaaxioma szerint djx = djy (azaz mindegy, hogy a tavolsagot melyik irany-
bol mérjuk).

A fenti harom axioma jol lathatoan “érvényestl” a 3.1 matrixban. Az atléban 0-k, az atlon
kiviil pozitiv értékek szerepelnek, az egész matrix pedig az atléra nézve szimmetrikus. igy
elegendd lenne a bal als¢ sarokban levo harom értéket megadni (“als6 félmatrix™), amint azt
gyakran meg is tesszik (pl. a 3.2 matrix).

4) A metrikus sajatsag igen fontos, megkiilonboztetd kritériuma a hdromszdog-egyenlot-
lenség axidmaja. Eszerint d csak akkor metrika, ha barmely harom i, j, k pontra igaz a
kovetkezd Osszefiiggés: djj + dik = djk. Szavakban: két pont tdvolsdga nem lehet na-
gyobb, mint egy harmadik ponttdl vett tavolsagaik dsszege.

Ezt kdnnyen belathatjuk a kétdimenzids esetre a 3.1a abra segitségével. Adottak az j és a k
pontok, és ekkor kellene a harmadik, i pontot Gigy megkeresni, hogy a masik kettdtol vett
tavolsagainak osszege kisebb legyen djx-ndl. Latjuk, hogy az euklidészi tivolsag esetén ez le-
hetetlen, a dj+dix Osszeg akkor lesz a legkisebb, ha az i pont éppen raesik a jk egyenesre.
Bérhova is mozgatjuk az i pontot, a tavolsagosszeg szikségképpen novekszik, a haromszog-
egyenldtlenség tehat fennall.

Felmeriilhet persze mindenkiben a kérdés, hogy tudunk-e olyan egyszerii példat szerkesz-
teni, amelyben teljesiil a haromszdg-egyenlotlenség, ¢s az euklidészi tdvolsagok felrajzolasa
mégsem sikeriil. A 3.1b abra segitségével, négy pont alapjan elképzelhetiink egy ilyen szitu-
aciot is. Legyen a négy pont kozotti sszes lehetséges tavolsagok also félmatrixa a kovetkezo:

0
30 0
- 3.2
“7130 30 O 3-2)
16 16 16 0

A 3.1b abra mutatja, hogy az 1., a 2. és a 3. pont egy egyenlo (3 egységnyi) oldali harom-
szoget alkot. A 3.1a dbra példajat kiterjesztve gyorsan belathatd, hogy a 4. pont akkor lesz a
legkozelebb a tobbihez, ha egy sikba kertil veliik, mégpedig éppen a haromszog sulypontjaba.
De még ebben az esetben is J3= 1,73 tavolsagnyira van mindegyik ponttol, azaz a fenti
“tavolsagmatrix” nem euklidészi. A metrikus feltételeknek viszont eleget tesz, hiszen 1,6 + 1,6
> 3,0; a haromszogegyenlotlenség tehat teljesiil.

Egy d fiiggvényrdl tehat az az erdsebb allitas, hogy euklidészi, mert akkor metrikus is, mig
ez forditva — mint lattuk — nem feltétleniil igaz. A 3.2 matrixot ugyan teljesen onkényesen
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3.1 abra. a: Harom pontot nem tudunk ugy
felrajzolni a papir sikjaban, hogy ne telje-

a siilne a haromszog-egyenldtlenség. b: A négy

i pont azt szemlélteti, hogy a 3.2 matrix nem

euklidészi. A 4. pont tavolsaga barmelyik ma-
sikt6l ugyanis nem Iehet kisebb V3-nal.

j

toltottik ki, az illusztracid végett, de valdban 1éteznek nem euklidészi metrikak is (lasd a 3.4
tablazatot). Mi megelégedhetiink azzal az egyszeri megfogalmazassal, hogy minden d metrika
euklidészi, ha a pontok elhelyezhetok egy olyan térben, amelyben d éppen a kozottik levo
cuklidészi tavolsag.

Az euklidészi tulajdonsag preciz, matrixalgebrai megfogalmazasat pl. Gower & Legendre
(1986) cikkében talalhatjuk meg (lasd még Telegdi 1986). Ennek lényege az, hogy d euk-
lidészi, haa A, , = [—d]zk] matrixra és egy tetszés szerinti x,; vektorra (azzal a feltétellel,
hogy x’1=0) az alabbi dsszefiiggés érvényes:

Q(A)=xAx>0 (3.3)

(kvadratikus alak, lasd a C fuggeléket). A 3.2 matrixra a fenti egyenl6tlenség nem all fenn, x'
=[1 1 1 3] mellett példaul Q(A)= —3,96. Ha az 1,6-ok helyére V3 at frunk a matrixba,
azaz a tér “éppen” euklidészi, akkor O(A)=0, ha pedig még nagyobb értéket, akkor O(A)>0.

Mindenképpen fel kell hivni a figyelmet egy, eddig j6 néhanyszor elkdvetett “pongyo-
lasagra”. Mar az el6z6 fejezetben emlegettiik az “adattér” kiilonb6z6 formait, amelyben a val-
tozdk v. az objektumok egyarant tengelyek lehetnek. Ezt az adatteret jocskan illusztraltuk is
kiilonféle szorasdiagramokkal (2.1, 2.3-5 és 2.9 abrak). Kimondatlanul is az euklidészi tavol-
sagot tekintettiik érvényesnek a pontok kozotti tavolsagok kifejezésére. Nem elegendd azon-
ban csak pontokrdl és tengelyekrdl beszélni, hiszen a térfogalom szerves része a pontok kozotti
tavolsag definicidja is. Ennek megfelelden egy tér akkor euklidészi, ha a pontok k6zott euk-
lidészi tavolsagokat értelmeziink. A tér akkor metrikus, ha a tavolsagokra érvényesek a
metrikus axiomak, mig egyéb esetekben a tér nem-metrikus.

Miutan a tér fogalmat tisztaztuk, még mindig nem eléggé vilagos: miért fontos mar az ele-
jén beszélni arrdl, hogy mikor tekinthetiink egy teret euklidészinek? Miért elonyds az euk-



62 3. fejezet

lidészi tér a tobbiekkel szemben? Csak néhany alapvetd “mentséget” sorolunk fel az euklidészi
tér hasznalata mellett:

e A pontok elrendezddését egy nem-euklidészi térben nemigen tudjuk elképzelni (plane
sok dimenzioban). Az adatmatrixot kiindulasképpen mindig egy euklidészi térben
abrazolhato pontsereg koordinataiként fogjuk fel. Eredményeinket, s itt elsésorban az
ordinacids modszerek szorasdiagramjaira gondolunk (7. fejezet), is euklidészi térben
abrazoljuk (altalaban a papir sikjaban). E mentalis és gyakorlati kotottségek miatt is
érdemes ragaszkodni az euklidészi feltételekhez.

e A tobbvaltozos mddszerek jelentds része feltételezi, hogy a pontok euklidészi, de le-
galabb metrikus térben helyezkednek el. Az osztalyoz6 modszerek koziil példaul az
eltérésnégyzet-osszeggel és a varianciaval szamolo eljarasok, vagy a centroid modszer
emlithetd meg. A legtobb ordinacids eljardshoz is teljesiilniiik kell a metrikus fel-
tételeknek (kivétel pl. a nem-metrikus tobbdimenzids skalazas, mint a neve is mu-
tatja). Emiatt tisztaban kell lenniink azzal, hogy egy adott tavolsag vagy hasonldsagi
figgvény milyen tobbvaltozos értékeld modszerben alkalmazhatd egyaltalan, s ha
igen, milyen formaban.

Az euklidészi tér nyilvanvalo eldnyei ellenére persze megprobalhatunk egy nem-metrikus
térben is dolgozni. A biologus szamadra elég sok olyan “értelmes” fliggvény all rendelkezésre,
amit nem-metrikus jellege ellenére is alkalmazni szeretne. Ekkor azonban vigyaznia kell, hogy
milyen modszert valaszt a késObbiek sordn. Ezt a valasztast majd tablazatok segitségével
igyeksziink megkonnyiteni (pl. 3.2 tablazat).

A fuggvények metrikus tulajdonsagai mellett természetesen mas szempontokat is figye-
lembe kell venniink, mieldtt eldontjik, hogy melyiket alkalmazzuk. Megvizsgalhatdo még,
hogy adataink szisztematikus megvaltoztatasakor miként valtoznak a fiiggvényértékek, hogy
kiszlirhessiik a kevéssé megfeleldeket. Lamont & Grant (1979), Wolda (1981) és Hajdu (1981)
szolgaltatja a legfigyelemreméltobb példakat egy ilyen tipust Osszehasonlitasra. Kotetiinkben
azonban nincs hely minden részletre kiterjedd értékelésre, csak néhany alapesetet mutathatunk be.

3.1.2 Kiilonbozoség

A metrika és az euklidészi tavolsag definicidjat kovetden most mar itt az ideje, hogy meg-
hatarozzuk a kiilonbozdéség ( “dissimilarity ) fogalmat is. Minden olyan d fiiggvényt kiilon-
boz6ségnek neveziink, amelyre az 1-3 metrikus axiomak teljesiilnek, a 4. viszont nem
feltétlenil. A kiilonb6zdség tehat altalanosabb, mint a metrika és az euklidészi tavolsag; ezeket
specialis esetként tartalmazza. Kiilonb6zdség példaul az euklidészi tavolsag négyzete, ame-
lyrél a 3.1 matrix alapjan is konnyen belathatd, hogy nem metrika.

A kulonbozoéségi fiiggvények jelentds része nemcsak alulrol, hanem feliilrél is korlatos, és
sok esetben a kiilonboz6ség elnevezést kizardlag ezekre alkalmazzak. A felsd hatar rendszerint
1 (maximalis kiilonboz0ség), az alsé hatar pedig 0 (azaz 0 [] djx [] 1). Ilyen tipusu kiilon-
bozo6ségi indexekre béven talalunk példat a 3.5 részben. A kiillonb6zBUBUSségi indexek egy

részére megmutathato, hogy a /d]-k formaban teljesitik csak a metrikus axiomakat, ekkor
nevezhetdk igazan tdvolsagnak.
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3.1.3 Hasonlosag

A bioldgus altalaban nem annyira tavolsagokban, mint kasonlosdgokban (“similarity”’) gon-
dolkodik. A sokdimenzids térbeli pontelrendezést ritkan képzeli el, és tavolsagok helyett az
objektumok intuitive is felfoghatd hasonlosagat szeretné valamilyen kvantitativ forméban
kifejezni. Erre a célra szamos hasonlosagi fuggvény koziil valaszthatunk. A teljesen meg-
egyez6 objektumok adjak a maximalis hasonldsagot (rendszerint s;=1), mig a lehetd leg-
nagyobb mértékben kiilonbozok a minimalisat (sj4=0). A hasonlosag tehat komplementer a
[0,1] intervallumban mért kiilonbozdséggel; a kettd egymasbol kifejezhetd:

s, =1-d, (3:4)

A hasonlosagok nyilvanvaldéan nem teljesitik a metrikus axiomakat. Szamos, a [0,1] interval-
lumban értelmezett hasonlosagi fiiggvényre megmutathatd azonban, hogy az alabbi atalakitas

utan:
dy =./1-s; (3.5)

mar metrikusak, és tobbnyire euklidésziek is (v6. Gower & Legendre 1986).

Az S hasonlosagi matrixbol a 3.5 formuldval torténéd atalakitassal biztosan euklidészi
tavolsagot kapunk, ha 0 < s < 1, és az S matrix pozitiv szemidefinit (C fiiggelék).

3.1.4 Korreldcio, asszocidltsdg

A kiilonbozdségeknek, tavolsagoknak és — a komplementaritas miatt — a hasonlésagoknak is
kozvetlen geometriai értelmiik van: a sokdimenzids tér pontjainak relativ helyzetét fejezik ki.
lyek kozotti kapcsolatokat tarja fel. Ide tartoznak a kiilonféle korrelacids és asszocialtsagi
koefficiensek. Amennyiben a pontok egy véletlen mintabdl szarmazo mintavételi egységeket
képviselnek, a korrelacié vagy az asszocialtsag erdssége a hagyomanyos statisztikai tesztekkel
is megvizsgalhato. Formailag kiszamithatok akkor is, ha mintavételi egységek a tengelyek, de
ennck nehézségeire mar a 2.1 részben ramutattunk. Csak emlékeztetdiil: az attribtitum dualitas
elve csak dvatosan érvényesithet6 az ilyen fliggvények esetében, kiillonsen ha — a jelen kotet-
ben egyébként nem targyalt — statisztikai probakat is alkalmazni szeretnénk.

A korrelacié és asszocialtsagi egyiitthatok rendszerint a [—1,1] intervallumban mérik a
kapcsolat erdsségét (kivéve pl. kovariancia). A sz¢lso értékek maximalis erdsségii, de ellen-
tétes iranyu kapcsolatra utalnak. A 3.5 6sszefliggés segitségével ezek is sok esetben euklidészi
tavolsagga alakithatok.

3.2 Egyiitthatok binaris adatokra

A bioldgiaban igen gyakoriak a binaris (prezencia/abszencia) tipust adatok, nemritkan a min-
tat leird Osszes valtozo ilyen. Ennek megfelelelden altalanosan elterjedtek ¢s kozismertek a
binaris adatokra kidolgozott hasonlosagi koefficiensek is. Matematikai tulajdonsagaikat
tekintve rendkiviil sokfélék lehetnek, s kizarolag a kozos adattipus miatt keriilnek egy fe-
jezetbe. A fiiggvényeket a legismertebb formajukban adjuk meg, még akkor is, ha csak tavol-
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sagga alakitva johetnek szadmitdsba az adatfeldolgozasban. Eldrebocsatjuk, hogy az 1-sjk
atalakitassal egyik emlitett hasonldsdg sem tehetd euklidészivé, miga [1-s i atalakitassal
mar egy jelentds résziik euklidészivé valik (3.2 tablazat). A tobbvaltozos elemzésben tehat
elsésorban az utobbiakat javasoljuk.

Tobb, e részben ismertetett hasonldsagi fiiggvény csupan specialis, prezencia/abszencia
adatokra leegyszerisitett formaja a 3.5 részben bemutatando fiiggvényeknek. Latszdlag
felesleges ismétlésekbe bocsatkozunk tehat. A parhuzamossag azonban sokak szamara nem
mindig nyilvanvalo, igy célszerti, ha a fliggvények mindkét valtozatat megadjuk. A jelolésnél
nem az s (“similarity”) roviditést fogjuk alkalmazni kiilonféle indexeléssel, hanem a fiigg-
vények elnevezésére utalo betliszavakat hasznalunk (pl. SM, Y1, stb.).

Prezencia/abszencia adatokra az alabbi, in. négymez6s (2x2-es) kontingenciatabla jel61é-
seivel nagymértékben leegyszertisodik a képletek felirasa:

2. objektum
1 0
) a b a+b
1. objektum . d otd
atc b+d n

ahol

a: az olyan valtozok szdma, amelyek mindkét 6sszehasonlitandé objektumban megvan-
nak (kozos prezencia);

b: azon valtozok szama, amelyek csak az 1. objektumot jellemzik, a masikbol hiany-
zanak;

c: a csak a 2. objektumot jellemzd, az 1-bol hianyzo valtozok szama; és

d: azoknak a valtozoknak a szdma, amelyek mindkét szobanforgd objektumbdl hidnyoz-
nak ugyan, de legalabb egy objektumot jellemeznek a mintdban (kozos abszencia).

Az a, b, c és d értékek alséd indexeit (pl. a72) az egyszertsités kedvéért elhagytuk. Nyilvan
atb+c+d=n, azaz a mintaban szerepld valtozok szama. A tablazat peremdsszegei az egyes
objektumokat jellemzo ill. nem jellemzo valtozok szamanak felelnek meg.

A hasonlésagi egytitthatd kivalasztdsaban a legkritikusabb mozzanat a d érték figyelembe
vétele vagy mellézése. d, mint emlitettiik, a mindkét sszehasonlitando objektumbol hidnyzo
valtozok szama. Rogton felvetddik a kérdés: vajon a duplan hidnyzo valtozok noveljék-e a
hasonlosagot, s ha igen, mely esetekben? Bar ezt a problémat a binaris valtozokrol sz616 1.4.2
részben egyszer mar érintettiilk, nem art most visszatérni rd. Amennyiben valdéban prezen-
cia/abszencia adatokrol van szo, azaz 1 mindségileg tobbet jelent a 0-nal (fajok jelenléte szem-
ben az abszenciaval, bizonyos morfoldgiai tulajdonsdgok megléte azok hianyaval szemben,
stb), akkor a d értéke figyelmen kiviil hagyhato. Mondhatjuk ugyanis, hogy hasonldsagot csak
azon valtozok alapjan értelmezhetiink, amelyek legalabb az egyik objektumot jellemzik, s an-
nak nincs szerepe, hogy még milyen valtozok szerepelnek a mintaban. Ha dichotomizalt
nominalis valtozoink is vannak (l1asd 1.4.1 rész), akkor pedig d értéke bizonyosan mellézendo,
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hiszen ezzel csak a dichotomizalt valtozdok erdteljesebb stlyozasat érnénk el. Ez ellentétes az-
zal az éltalanos felfogéssal, hogy a priori az 6sszes valtozé egyforman fontosnak tekintendd.

Milyen esetekben donthetiink mégis Uigy, hogy a d-t, mint hasonldsagot néveld tényezot is
figyelembe vessziik? Klasszikus példa a mikroorganizmusok hasonldsdga azon az alapon,
hogy az egyes torzsek mely szubsztratumokat képesek bontani ill. nem bontani. Mindkét
tipust reakciot egyforman fontosnak tekinthetjiik, €s kimondhatjuk: két térzs hasonlosagat az
is novelje, ha egy adott szubsztratumot egyikiik sem bont. Azaz a és d értéke egyforman fontos
informaciot hordoz. Egy conoldgiai vizsgalatban, kvadratok florajanak 6sszevetésében is lehet
értelme a d-nek, hiszen a fajok hianya értelmes informacio: az adott niche-t valamilyen mas,
kompetitiv faj foglalta el. Amig azonban a fajok prezenciaja bizonyosan azt jelenti, hogy azok
életképesek az adott teriileten, az abszencia nem feltétleniil jelenti ennek az ellenkezdjét. Egy
faj éppen véletlenszertien is hidnyozhat adott teriiletrdl (Green 1971). Persze ennek az érvelés-
nek a forditottja is igaz lehet, mint Goodall (1973a) megjegyzi, hiszen a rendkiviil gyakori,
ubikvista fajok egyiittes eldfordulasa is lehet véletlenszerl hatasok eredménye. Latjuk tehat:
a kérdés meglehetdsen komplikalt ahhoz, hogy most egy altalanosan érvényes receptet adhas-
sunk. Mindenesetre kimondhatd: ha nagyon sok ritka faj van a mintdban, amelyek egytittes
elofordulasa valoban egy véletlenszerii eseménynek tekinthetd, akkor nem indokolt a d
figyelembe vétele, mert az tulsagosan megndvelné a hasonldsagokat. Egy viszonylag
“kiegyenlitettebb”, a fajok gyakorisagaban kisebb ingadozasokat mutatdo mintaban viszont
értelmes lehet a d. Azok szamara pedig, akik pedig végképp nem tudnak donteni, jo szivvel
ajanlhato a d-t egyfajta koztes mdodon figyelembe vevo, “kompromisszumképes™ 3.19 és 3.20
koefficiens.

Ha a binaris adatok csupan latszdlag prezencia/abszencia tipustak, de valdjaban kétal-
lapoti nominalis adattipusnak felelnek meg, az 1-gyel és 0-val valé kodolas onkényes (1 nem
jelent mindségileg tobbet, mint a 0). Nyilvan ekkor d értéke teljesen egyenrangl az a-val, és
csak olyan koefficienseknek van értelme, amelyek a-t és d-t szimmetrikusan kezelik. A
részletes targyalast ezekkel a hasonlésagi fiiggvényekkel kezdjiik a 3.2.1 részben.

A prezencia/abszencia koefficiensek kozotti valasztas megkonnyitésére egy grafikus mod-
szert is alkalmazunk. A kiindulas a 3.1 tablazat adatmatrixa lesz (kovetkezod oldal), amelyben
9 objektumot 18 valtozd jellemez. Az objektumok az 1—9 irdnyban fokozatosan, egyenld
Iépésekben alakulnak at egy-egy valtozo kiesésével ill. belépésével. A 17-18. valtozo szandék-
osan csupa 0 értékii, hogy d ne legyen 0 a kozos prezenciat mar nem felmutatod 1/9 parositasban
sem. Igy lathatjuk, hogy a hasonlésagok elérik-e ilyenkor a 0-t. Az 1. objektum osszehason-
litdsa onmagaval és a tobbi nyolccal minden egyes fliggvényre kilenc értéket ad, amelyek von-
aldiagramos abrazolasa megmutatja, hogy “szabalyosan” reagalnak-e a fiiggvények az adatok
szisztematikus megvaltoztatasara.

3.2.1 Az a és d értékekre nézve szimmetrikus hasonlosagi egyiitthatok

A legegyszeriibb fiiggvények egy hanyados (“index”) segitségével fejezik ki az objektumok
hasonldsagat, tehat bizonyos értelemben szazalékos jelentésiik van, sok esetben pedig valo-
szinliségi interpretaciojuk is.
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3.1 tablazat. Mesterséges adatok matrixa a prezencia/abszencia koefficiensek értékeléséhez. Az objek-
tumok egy “gradiens™ mentén egyenletesen tavolodnak a kiinduld 1. objektumtol.

Objektumok
Valtozok 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 1 1 1 0 0 0 0 0
5 1 1 1 1 1 0 0 0 0
6 1 1 1 1 1 1 0 0 0
7 1 1 1 1 1 1 1 0 0
8 1 1 1 1 1 1 1 1 0
9 0 1 1 1 1 1 1 1 1
10 0 0 1 1 1 1 1 1 1
11 0 0 0 1 1 1 1 1 1
12 0 0 0 0 1 1 1 1 1
13 0 0 0 0 0 1 1 1 1
14 0 0 0 0 0 0 1 1 1
15 0 0 0 0 0 0 0 1 1
16 0 0 0 0 0 0 0 0 1
17 0 0 0 0 0 0 0 0 0
18 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Elsoként az egyezési koefficienst (“simple matching coefficient”, Sokal & Michener 1958)
mutatjuk be:

a+d  a+d 3.6)

T a+b+c+d n

amely az egyezések szama osztva a valtozok szamaval. Teljes egyezés esetén SM=1, teljes
kiilonbozdség esetén SM=0. SM voltaképpen annak a valosziniisége, hogy egy véletlenszertien
kivalasztott valtozora nézve a két objektum megegyezd. Ugyanakkor SM rokonsagban van a
binaris adatokra felirhatd euklidészi tavolsaggal is:

ED=-/b+c 3.7)

mivel
ED? =n(1-SM) (3.8)
Az euklidészi tavolsag értéktartomanya [0, v/ ]. A 3.8 kapcsolat miatt 1ényegében véve mind-
egy, hogy melyiket valasztjuk. Miutan a 3.6 fiiggvény értéktartomanya nem fiigg n-t6l, ennek
hasznalata ajanlhat6 elsésorban, hiszen kiilonb6zd n-ekre kapott elemzések is dsszevethetok
egymassal.
A 3.8 osszefiiggés miatt nem is kell hangsulyozni, hogy +1—-SM euklidészi (3.2

tablazat). SM masik elonyos tulajdonsaga, hogy linearisan koveti az objektumok fokozatos
megvaltoztatdsat, ¢s viszonylag egyenletesen valtozik tavolsadggd alakitva is (3.2ab abra).

Az egyezési koefficiens (3.6) egy valtozatanak tekinthetd a Rogers - Tanimoto (1960) in-
dex:
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3.2 tablazat. Prezencia-abszencia koefficiensek metrikus ill. euklidészi tulajdonsagai. Jelolések:
N=nem-metrikus, M=metrikus, E=euklidészi. Minden hasonlésagi fliggvényt a 3.5 egyenlet szerint
transzformalni kell, miel6tt e tulajdonsagokat vizsgaljuk. Kivétel a Mountford €s az Ochiai index, ame-
lyeket a 3.32 exponencialis fiiggvény, ill. a hurtavolsag helyettesit.

Fiiggvény neve Tulajdonsag Fuggvény neve Tulajdonsag
a és d-re szimmetrikus fiiggvények a és d-re nem szimmetrikus fuiggvények
Egyezési koefficiens, SM (3.6) E Baroni-Urbani - Buser I, BB1 (3.20) E
euklidészi tavolsag, ED (3.7) E Baroni-Urbani - Buser II, BB2 (3.19) E
Rogers - Tanimoto, R7'(3.9) E Russell - Rao, RR (3.23) N
Sokal - Sneath I, SS1 (3.11) M Faith I, FA1 (3.21) N
Anderberg 1, 41 (3.12) E Faith 11, F42 (3.22) N
Anderberg I1, A2 (3.13) N d-t ignordlé fiiggvények
korrelacio, PHI (3.14) E Jaccard, JAC (3.24) E
Yule I, Y1 (3.16) N Sorensen, SOR (3.25) N
Yule II, Y2 (3.17) N Hurtavolsag, CH (3.28) E
Hamann, HAM (3.18) E Kulezynski, KUL (3.29) N
Sokal - Sneath N
Mountford, MFD (3.32) M?
RT= — 4+d (3.9)
a+2b+2c+d

amely tehat kétszeresen veszi figyelembe a kiilonbozdséget okozo valtozokat, igy értéke SM-
nél mindig alacsonyabb (kivéve természetesen a b+c=0 esetet). Anderberg (1973) értelmezése
szerint a nevez6 az n valtozéra kapott 6sszes megvalosult karakterallapot szama, a szamlalo
pedig azon allapotok szama, amelyben az sszehasonlitott objektumok meg is egyeznek.

Gower & Legendre (1986) megmutatta, hogy az
a+d (3.10)
§=—m—
a+d+0(b+c)
altalanos alakban felirhato fuggvénycsaladra +/1—s mindenképpen euklidészi, ha 6 > 1.

Ugyanakkor, ha az egyezéseket sulyozzuk kétszeresen, mint az alabbi, Sokal & Sneath-nek
(1963) tulajdonitott egytitthatoban

2a+2d

=== (3.11)
2a+b+c+2d

akkor annak tavolsagmegfeleldje egy nem-euklidészi metrika.

Elsd latasra valdszintiségi alapon értelmezhetjiik az alabbi két hasonldsagi fliggvényt (An-
derberg 1973). Az els6 formulaban:

1/2
A1=(ﬂ a__d d) (3.12)
at+tba+cb+dc+d

az egyes tagok feltételes valoszintiségként foghatok fel. Pl. a/(a+b) annak a valdszinlisége,
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hogy egy véletlenszertien kivalasztott valtozd a 2. objektumra 1-es értéket vesz fel feltéve,
hogy az 1 objektumra is 1-es az értéke. A 3.12 fliggvény tehat négy feltételes valosziniiség
geometriai kozepének a négyzete (a mértani kozéphez a szorzatbol negyedik gyokot kellene
vonnunk).

A fuggvény jelentése talan jobban megérthetd a kovetkezok szerint. Mint kés6bb latni
fogjuk, a 3.26 hasonlosagi fliggvény — amely a 3.12 §sszefiiggés elso két tagjat tartalmazza —
az 1. ill. 2. objektumokhoz mutaté vektorok szogének a cosinusa. Egybeeséskor, 0°-nél értéke
1 (teljes hasonlésag), a legnagyobb elérhetd szognél, 90°-nél pedig 0 az értéke (teljes kiilon-
b6zdség). A 3.26 Osszefiiggés persze nem szimmetrikus a-ra €s d-re nézve, igy a kodolas fel-
cserélésével egészen kiilonbozd eredményekre vezethet. Nos, a 3.12 fiiggvény éppen a 3.26
fuggvénnyel és kétféle kodolassal kiszamitott két cosinus érték geometriai kdzepének
négyzetgyoke lesz. A1 olyan esetekben hasznalhato tehat, amikor nem tudjuk eldénteni, hogy
milyen kodolast alkalmazzunk.

A1 lehetséges értékei a [0,1] intervallumba esnek. Teljes hasonldsag esetén b=c=0, azaz
az osszes tag értéke 1 lesz, igy a végeredmény is 1. Teljes kiillonbozoség mellett a=d=0, igy
az Osszefliggés értéke is 0.

Sokal & Sneath (1963:130) és Anderberg (1973) javasolt egy rokon formulat is, amelyben
a négy feltételes valoszintiségnek az aritmetikai kozepét szamitjuk ki az aldbbiak szerint:

1(a b d d (3.13)
A2="= + + +
4(a+b a+c b+d c+dJ
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3.2 abra. Az a és d értékét szimmetrikusan tekint6, [0,1] intervallumban miikodo hasonldsagi fligg-
vények valtozasa egy osszehasonlitasi sorban (a 3.1 tablazat 1. objektumat dsszevetve mindegyikkel).
a: eredeti fliggvény, b: a 3.5 §sszefuiggés alapjan tavolsagga alakitott fliggvény.
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Ez a fiiggvény a Kulczynski-indexszel (3.29) szamitott két, a kodolasban eltérd hasonld-
sagértéknek az atlaga, tehat a 3.12 formulahoz hasonléan ugyancsak a kodolasi problémak
“kivédésére” alkalmas. Ezek komplementje azonban, akarcsak a Kulczynski indexé, nem euk-
lidészi.

A szorzat-momentum korreldcios koefficiens (3.70) binaris esetben kifejezhetd a 2x2-es
kontingenciatablazat jel6léseivel is:

3.14
ad -bc G.14)

" J@+b)(a+c)(b+d)(c+d)

Tulajdonsagait a késébbiekben, a korrelacio (3.70) targyalasakor ismertetjitk. Ehelytitt csak
annyit érdemes megjegyezniink, hogy ha a szamlalobdl elvessziik a bc tagot, akkor a 3.12
egyenletet kapjuk. A PHI koefficiens ¢s a valtozok fliggetlenségét kifejezo khi-négyzet sta-
tisztika ko6zott szoros Osszefiiggés van:

PHP = y*n. (3.15)

Ugyancsak valtozok kapcsolatanak mérésére alkalmas elsésorban a Yule féle predikta-
bilitasi index is

Y1 <Jad —+/bc (3.16)

~Jad ++/bc

amely azt méri, hogy mennyiben “joésolhatd meg” az egyik valtozd egy adott megvalosuldsa a
masik ismeretében. Y1=1ill. Y1=1 értékekre lesz teljes a megjosolhatosag. Az elsd esetben

a Iy
1.0 = 1.0
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3.3 dabra. Az a és d értékét szimmetrikusan tekintd, [—1,1] intervallumban miikodé hasonldsagi fuigg-
vények valtozasa egy Osszehasonlitdsi sorban (a 3.1 tablazat 1. objektumat dsszevetve mindegyikkel).
a: eredeti figgvény, b: a 3.5 alapjan tdvolsagga alakitott fliggvény.
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bc=0 tehat a két valtozd minden objektumra megegyezd. A masodik esetben ad=0, tehat ha az
egyik valtozo 1-et vesz fel, akkor a masik 0-t és forditva, minden objektumban. Y1 nincs de-
finidlva arra az esetre, amikor a 2x2-es kontingenciatabla barmelyik peremdsszege 0 (azaz az
egyik valtozoé konstans értékii). Ugyanez elmondhaté a PHI korrelaciordl is. A 3.16 fiiggvény-
bol leszarmaztathaté Yule masik egyiitthatoja:

Y2 = (ad - be) / (ad + bc) (3.17)

Egyik Yule fiiggvény sem transzformalhat6 euklidészi tavolsagga, és foképpen az Y2 valto-
zasa tlinik elfogadhatatlannak, mivel nem linearis (3.3 abra).

Mivel ugyancsak a [-1,1] intervallumban fejezi ki a hasonldsagot, itt emlitjik meg a
Hamann indexet is:

HAM=(a+d-b-c)/(a+d+b+c) (3.18)

A fiiggvény azonban nem mond semmi Ujat az egyezési egylitthatdval (3.6) szemben, hiszen
csak annak értéktartomanyat szélesiti ki a [-1,1] intervallumba. Ervényes ui. az SM = (HAM
+ 1)/ 2 osszefiiggés.
A 3.2-3 abrak osszesitd értékelésébol kideriil, hogy hasonlosagi fiiggvény formajaban az
SM, a PHI és — megkozelitdleg — az A2 véltozik linearisan a 3.1 tablazatbeli 1/1 [] 1/9 6sszeha-
sonlitasi sorban. Tavolsagga alakitva ezt a tulajdonsagukat elveszitik, bar az els6 [épést kivéve
valtozéasuk kozel linedris marad. Ezek koziil SM és PHI euklidészi, igy kétségkiviil 0k tiinnek
a legelonyosebbeknek. A1 és RT, ill. SST mar hasonldsag formaban sem linearis, s ¢z a sajat-
sag a tavolsagga alakitast kovetden az elso kettd esetében még tovabb fokozddik, mig SS1
keriil legkozelebb a linearitashoz (kar, hogy SS1 nem ecuklidészi). Rendkiviil sajatsagos az Y2
lefutdsa a kozéptajt mutatkozo inflexios ponttal. Az Y1, Y2 és A1 fuggvények elérik a 0 hason-
losagot, ehhez ui. elég a vagy d értékének 0-ra csokkennie, s ez kétségkiviil elonytelen lehet.

A prezenciat ¢s abszenciat ugyancsak szimmetrikusan kezelik a kilonféle informécio-
elméleti fuggvények is, amelyeket majd a 3.7 részben, a kettonél tobb objektumra alkalmazha-
16 heterogenitasi fliggvények kozott ismertetiink.

3.2.2 Az a és d értékekre nézve nem-szimmetrikus hasonlosdagi koefficiensek

Az alabbi két index — mintegy kompromisszumként — atmenetet képez az el6z6 rész fiig-
gvényei és a d értékét teljesen mell6z6 hasonlosagok kozott. Baroni-Urbani & Buser (1976)
szerint d-t nem lenne szabad teljesen figyelmen kiviil hagyni, ugyanakkor eredeti formajaban
a d érték tilhangsulyozza a kozos abszenciat. A megoldast az jelenti, ha d helyett az a és d
geometriai kozepével szamolunk. Ekkor az egyezési koefficiens Baroni-Urbani - Buser-féle
modositasa a kdvetkez6 lesz:

Jad +a (3.19)

BB2=——————
Jad +a+b+c

a Hamann indexé pedig

BB1- Jad +a-b-c (3-20)
Jad +a+b+c

A két formula csupan értéktartomanyaban tér el egymastol, hasonléan a kiindulasként hasznalt
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SM és HAM indexekhez: BB2=(BB1+1)/2. A ketté kozul a [0,1] értéktartomanyt BB2
hasznalata a kényelmesebb. Bar a szerzok részletes eloszlasvizsgalatot mellékeltek indexeik
elényeinek érzékeltetésére, a BB formulakat eddig még viszonylag ritkdn hasznaltak. Figye-
lemre méltd viszont, hogy Kenkel & Booth (1987) egyértelmiien a BB1-et talaltdk a legmeg-
felelobbnek egy biogeografiai §sszehasonlitd vizsgalatban.

Faith (1983) megmutatta, hogy a BB2 hasonldsag csekély mértékben novekedhet is, ha d
értéke nd a rovasara (pl. ha a=10, d=1 és b+c=5, akkor BB2=0,247, mig a=9, d=2 és b=c=5
mellett BB2=0,259). Azaz, bar szandékunk szerint a dupla 0-k kisebb stllyal részesednek, egy
dupla 1-es felvaltasa dupla 0-val nemkivanatos valtozast eredményezett. Ennek kikiiszo-
bolésére Faith a kovetkezd hasonlosagi indexet javasolta:

FAl=(a -b-c)/(a+b+c+d (3.21)
amelyben a értéke noveli, b és ¢ értéke pedig csokkenti a hasonlosagot, d-nek pedig csupan a
nevezdben jut hely. Ha tehat d ndé a rovasara, a hasonldésag mindenképpen csokken. A 3.21
figgvény a [—1,1] intervallumban méri a hasonldsagot, s ezért kényelmesebb lehet az alabbi
modositott képlet, mely a FA2=(FA1+1)/2 6sszefuiggés jobboldalanak atalakitasaval kaphatd
meg:

FA2=(a+d/2)/(a+b+c+d (3.22)

ahol d jelenléte a szamlaldban kissé félrevezetd lehet az elsd latasra. A fiiggvény tulajdonkép-
pen negativan veszi b-t és c-t figyelembe, hiszen azok nem szerepelnek a szamlaldban.
a sulyozésa egyszeres, d pedig koztes sulyozasu.
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3.4 abra. Az a ¢és d értékekre nem szimmetrikus hasonldsagi fiiggvények valtozasa egy dsszehason-
litasi sorban (vo. 3.2 tablazat). a: eredeti fliggvény, b: tavolsagga alakitva 3.5 szerint.
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A Russell & Rao index is figyelembe veszi d értékét a nevezoben:
RR = a/(a+b+c+d) (3.23)

igy d értéke nem k6zombds a hasonlosag kiszamitasaban, sot: novekedése csokkenti két ob-
jektum hasonlésagat. A formula valdjaban egy egyszeri relativ gyakorisag: annak az ese-
ménynek a becsiilt valdsziniisége, hogy egy véletlenszeriien kivalasztott tulajdonsag mindkét
objektumban megvan. d viszonylag magas értéke tulzott és nemkivanatos befolyassal lehet
RR-re.

Az FA2 és RR koefficiensek kedvezotlen tulajdonsaga, hogy bar elméletileg a [0,1] inter-
vallumban fejezik ki a hasonldsagot, az objektumok 6nmagukkal vett hasonldsaga rendszerint
nem 1 (3.4 abra). Ennek fontos kovetkezménye, hogy komplementjeik semmiképp sem
metrikusak (ellentétben Gower & Legendre 1986 2. tablazataval), ha a tobbi feltételt be is
tartjak.

A harom fiiggvény grafikus értékelése a 3.4 abran lathato (BB1 és FAL, a BB2-vel ill. FA1-
el fennalld 6sszefliggés miatt, nem szerepel a rajzon). BB2 csaknem lineéris, a masik kettd
teljes mértékben linearis (3.4a abra) a vizsgalt objektumsorozatra. A teljes [0,1] intervallumot
csupan a BB2 hasznalja ki, F42 viszont sem a felsd, sem az alsd hatart nem éri el (azaz a=0

esetén sem 0). Tavolsdgga alakitva RR még mindig kozelitoen linedris, de egy nagyon sziik in-
tervallumba beszoritva.

3.2.3 A d értéket figyelmen kiviil hagyo egyiitthatok

A tovabbi formuldkban d mar egyaltalan nem szerepel, igy a dupla nullak (k6zos abszenciak)
szama természetesen semmiféle hatassal sincs az eredményre. Elsdsorban az dkologusok
korében népszertiek. A legismertebb és legegyszerlibb a Jaccard index

JAC =a/ (a+b+c) (3.24)

amely annak az eseménynek a becsiilt valoszinlisége, hogy két objektum megegyezik egy,
legalabb az egyikiiket jellemzd valtozoban. Ez tehat egy feltételes valdszinliség, igy a lehetsé-
ges értékek a [0,1] intervallumba esnek. A 3.5 atalakitassal a Jaccard index euklidészi tavol-
sadggd alakithato (3.2 tablazat), széleskori alkalmazasanak tehat geometriai korlatai nincsenek.

A Sorensen (Dice) index annyiban kiilonbozik az el6z6tdl, hogy a értékét duplan veszi
figyelembe mind a szamlaloban, mind a nevezdben:

SOR = 2a/ (2a+b+c) (3.25)

A dupla sulyozas a prezenciak “kozos részére” utal, mig a b+c Osszeg a kiilonbozoséget ok-
ozza (hasonlitsuk 6ssze a 3.59 formulaval). A sulyozas kovetkezménye, hogy SOR nem kon-
vertalhato euklidészi tavolsagga.

Az Ochiai koefficiens (mas forrasok szerint Otsuka volt a javaslattevd) a kovetkezo:

OCH=—2% (3.26)
(a+b)(a+c)

amelynek geometriai értelmezése a nyilvanvalobb: OCH a két pontra mutatd vektorok ha-
jlasszogének a cosinusa (emlékeztetdiil: a kodolas felcserélésével kapott masik cosinus érték-
kel vett geometriai k6zép volt az A1 formula (3.12)). Teljes egyezés esetén értéke 1, maximalis
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kiilonbozdségre pedig OCH=0. A 3.26 fiiggvény a 3.55 egyenlet prezencia/abszencia esetre
egyszerusitett alakja. Fager & McGowan (1963) javasolta egy korrekcids tényezd alkal-
mazasat is:
G a ~ 1 (3.27)
Ja+b)(a+c) 2. /max{(a+b),(a+c)}

amely azonban nem befolyasolja Iényegesen az eredményt, s csak az 6nhasonlosagot viszi 1
ala, igy az 1. axioma nem teljesiilhet.

A hurtavolsag kozvetlen kapcsolatban all a 3.26 formulaval:

12 (3.28)
a
CH=[21-—°%
{{ J/(a+b)(a+c) ﬂ
amely tehat az egységsugart hipergémbre vetiti a két pontot (2.22 standardizalas) és ezutan
méri a kozottiik 1évo euklidészi tavolsdgot (6sszehasonlitando a 3.54 formulaval).

Az a-ra vonatkozo kétnliség aritmetikai kozépértéke a Kulczynski index:

1[ a b j (3:29)

2

a+b a+c

A Sokal - Sneath (1963) -féle masodik hasonlésagi egytitthatd pedig a kovetkezo:
SS2 =a/(a+2b+2c) (3.30)

A fenti két formula egyike sem ajanlhaté jo szivvel, mivel nem euklidésziek. Egy¢b tulajdon-
sagaikat tekintve lasd a 3.5 abrat, ill. a kovetkezd oldalon talalhaté értékelést.
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3.5 abra. A d értékeket figyelmen kiviil hagyo hasonldsagi fiiggvények valtozasa egy dsszehason-
litasi sorban (vo. 3.2 dbra). a: eredeti fliggvény, b: tavolsagga alakitva 3.5 szerint, kivéve MFD és CH.
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A fajok és egyedszamok logaritmikus eloszlasabol kiindulva javasolt Mountford (1962)
egy specialis hasonldsagi formulat. A logaritmikus eloszlas egy paramétere az o, amely diver-
zitasi mértékszamként is szamitasba johet (v6. Pielou 1975:43-45). Két mintateriilet faj-
Osszetétel szerinti sszehasonlitasara Mountford szerint jol hasznalhaté az MF=1/o fiiggvény,
amely relative fiiggetlen a mintanagysagtol (s igy a ritka fajoktol). MF becslésére a négymezds
kontingenciatabla adatai alapjan az alabbi formula alkalmas:

MF=2a/(ab + ac + 2bc) (3.31)

Ennek azonban stlyos hibdja, hogy a két objektum teljes egyezésekor 0-val kellene osztanunk.
Teljes kiillonb6zoségnél MF értéke 0. Orloci (1978) szerint MF egy relativ tavolsagga
alakithato, amely — szimulacids tapasztalatok alapjan — metrikus:

MFD =e¢ M (3.32)

azzal a megjegyzéssel, hogy b=c=0 esetre MF értékét kelléen nagy pozitiv szamnak vessziik,
hogy MFD =0 legyen. A 3.31 hasonlosag Kenkel & Booth (1987) és Wolda (1981) értékelése
szerint a fajosszetétel megvaltozasaval eloszor hirtelen csokken, majd egyre kevéssé valtozik,
ami kétségtelentil nem kivanatos a tobbvaltozos elemzésben (1. még a 3.5b abrat).

A 3.2.3 részben ismertetett hasonloséagi fliggvények grafikus értékelése a 3.5 dbran lathato.
SOR, OCH és KUL, a példaadatokra legalabbis, teljesen egybeesik és linearis lefutasu. A tobbi
harom fiiggvény a JAC, SS2, MF sorrendben egyre jobban eltér a linedristdl. Tavolsagga
alakitva azonban a CH viselkedése tiinik a legidedlisabbnak, s ugyanakkor ez euklidészi is. A
diagramok tanusaga szerint a Mountford index hasznalhat6 a legkevésbé.

Nincs kiilonosebb jelentdsége a tobbvaltozds elemzésben azoknak az egytitthatoknak,
amelyek nem teljesitik a szimmetria-axiomat sem. Csupan a teljesség kedvéért emlitjiik meg
tehat Kulezynski masik indexét (s=a/(b+c)), a Simpson indexet (s=a/(a+b)) ¢és a Braun-Blan-
quet indexet (s=a/(a+c)). Ezen indexek csak specialis esetekben alkalmazhatok, amikor az
Osszehasonlitds iranya kitiintetett (pl. aszimmetrikus matrixokra kidolgozott tobbvaltozos
mddszerekben, Gower 1977).

3.3 Koefficiensek nominalis valtozokra

Ha az adatmatrixban 1év6 6sszes valtozo nominalis €s 2-nél tobb allapott (="multistate nomi-
nal®), akkor az objektumok Osszehasonlitasa legegyszerlibben az a és d értékét szimmet-
rikusan kezeld prezencia/abszencia koefficiensek tobb allapotra altalanositott valtozataival
torténhet. Ha u jeloli azoknak a valtozoknak a szamat, melyre mindkét dsszehasonlitandd ob-
jektum megegyezik, akkor az egyezési index a kovetkezd

SM = u/n (3.33)
A Rogers - Tanimoto index megfeleldje:

RT =u/ (2n-u) (3.34)
Mig a Sokal - Sneath I. koefficiens (3.11) az aldbbi formulaval irhato fel:

SS1 =2u/(n+u) (3.35)

A Gower-féle altalanositott hasonldsagi formula (3.103) az objektumok &sszehasonlitasat a
3.33 szerint végzi el a nominalis valtozokra.
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A PHI egyiitthat6 értelmezésének kiterjesztéséhez egy tjabb kontingencia-tablazatot kell
felirnunk. Mivel a PHI fiiggvényt altalaban statisztikai értelemben vett valtozok kozott
szamoljuk, a tablat 2 valtozéra mutatjuk be:

2. valtozo
1 J q
1 M A
1. valtozd i fii fi
p Jpa Jp
fi Ji Jq

A tablazatban fj; jeloli annak a gyakorisagat, hogy az 1. valtozo i allapota és a 2. valtozd j
allapota egyiitt fordult el6 a mintéban. f;. és f; a marginalis gyakorisdgok, mig f.=m, azaz a
mintanagysag. p az 1. valtozo, ¢ pedig a 2. valtozo lehetséges értékeinek a szama. A két valtozo
kapcsolata a jol ismert khi-négyzet statisztika alapjan kifejezve a kovetkezd:

P
i=1 j=1

(3.36)

xz értéke nyilvanvaléan nd, ha /. nd; megoldasként a 2x2-es tablara alkalmazott 3.15 atalakitas
juthat eldszor esziinkbe. X2[f. . maximalis értéke azonban min{(p—1),(¢g—1)} (lasd pl. Ander-
berg 1973:76) ezért ezzel még le kell osztanunk, hogy egy altalanos esetre alkalmas fiiggvényt
kaphassunk:

(owie Y
CR‘(min{(p—n,(q—l)]] (3.37)

amely Crameér-index (Cramér 1946) néven ismeretes a szakirodalomban. Ennek értéke tehat
a [0,1] intervallumban mozog p és g barmely értékére. CR alkalmazasat viszont a tobbvaltozos
elemzésben sokan megkérddjelezik: a standard intervallum ellenére ugyanis nem biztos, hogy
— mondjuk — a 0,5-6s CR érték ugyanolyan erdsségli kapcsolatra utal egy 5x5-0s tablazat
valamint egy 3x6-os tablazat esetén. (Ilyen jellegli problémara majd konkrét példat is latunk
a 9. fejezetben.) CR tehat csak akkor ajanlhaté hasonldsagi matrixok kiszamitasara, ha p
ugyanaz minden véltozora, s ez nem mindig teljesiil. Altalanos esetre a megoldést a Goodman &
Kruskal (1954) féle prediktabilitasi index jelenti, amely az egyik valtozd adott értékének is-
meretében a masikra vonatkozo megjosolhatdsagot méri. Tételezzik fel eldszor a kovetkezoket:
ki szeretnénk taldlni, hogy egy objektum a 2. valtozdra milyen értéket vesz fel uigy, hogy az 1.
valtozdra vonatkozd értéket nem ismerjiik. Nyilvan a legjobb tipp a legnagyobb gyakorisagu érték
lesz, azaz max; [f;] keresend6, mert ez minimalizalja a rossz talalat valoszintiségét. Ha azon-
ban azt mar tudjuk, hogy az 1. valtozdra az objektum konkrét értéke a valtozo i-edik allapota,
akkor csak a tablazat i-edik sorat kell nézniink, s ekkor max; [fjj]-t kell kikeresniink a rossz
talalat valoszinliségének minimalizalasahoz. A taldlati hiba csokkenése tehat aranyos a két
érték kiillonbségével. Azaz, ha az 1. valtozot figyelembe vessziik a 2. valtozo konkrét értékének
megjoslasara az atlagos hibacsékkenés (relativ prediktabilitas) a kovetkezo:
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3.38
DLTRIARTETS o

IAS =
S —max[f]

Ennek értéke 0 ha az 1. valtozé nem ad semmiféle informacidt a masikrdl (figgetlenség), ill.
LAS=1, ha az 1. valtozd értékének ismeretében a 2. valtozdra mar csak egyetlen érték johet
szamitasba. (Ez utdbbi esetben a kontingencia-tablazat minden soraban és oszlopaban csak
egy nem nulla értékii cella van.) LAS azonban egy nem-szimmetrikus mértékszam, az 1. val-
tozo ismerete a 2.-ra vonatkozdé megjosolhatosagot nem ugyanolyan mértékben néveli, mint a
2. ismerete az 1.-re vonatkozdan. A szimmetriafeltételnek is eleget tesziink azonban, ha a két
prediktabilitas-értéket atlagoljuk, azaz

14 q
Zmax]-[fij] +2maxi[fij] —max;| f; ] —max]-[fj]
A=t =1

(3.39)
2f. —maxi[fl-.]—max]-[f'j]

(Goodman - Kruskal lambda). A prezencia/abszencia esetben e képlet a mar ismertetett Y1

indexre egyszeriisodik. Mivel Y1-rdl tudjuk, hogy nem metrika, nyilvan A sem az. Ebbdl a

szempontbol A tehat hatranyban van a CR indexszel szemben, amely viszont teljesiti az euk-

lidészi feltételeket.

3.3.1 Szekvencidak osszehasonlitasa

A biologidban kozponti fontossaguak a szekvencidk, mint példaul a nukleinsavak bazissor-
rendje, vagy a fehérjék aminosav szekvencidi. A bennik rejlé informacid alapjaban véve
nominalis jellegli — még akkor is bioldgiailag a sorrendiség is 1ényeges — és az dsszehason-
litasokban csak a pozicionalis megegyezéseket vessziik figyelembe. A kiindulopont nem a
szokvanyos adatmatrix, hanem kozvetleniil az alapegységek sorozata. A tavolsagfiiggvények
targyalasa azonban semmiképpen sem lenne teljes, ha nem emlitenénk meg néhany fontosabb
modszert bioldgiai szekvencidk dsszehasonlitasara.

Az 6sszehasonlitas legkritikusabb 1épése a két szdban forgd szekvencia maximalis illesz-
kedésének, atfedésének a megkeresése. Az egyik legismertebb eljaras Needleman & Wunsch
(1970) optimalizacios algoritmusa, amely a kovetkezoket veszi figyelembe:

e maximalis legyen a poziciondlis egyezések szama, M,

e minimalis legyen a poziciondlis eltérések szama, U, amikor ugyanabban a pozicioban
nem egyforma alapegység talalhato a két szekvenciaban (=Hamming tdavolsag);

e a két szekvencia hossza nem feltétleniil azonos, a kiilonbséget jeldlje G. A legjobb
illeszkedés megkereséséhez G>0 esetén a lancok valamelyikét meg kell szakitanunk,
igy bizonyos alapegységeknek nem lesz megfeleld parjuk a masik szekvencidban. A
hasonldsag kiszamitasaban a megszakitasokat (“indel ) valamilyen “biintetéponttal”
vessziik figyelembe, azaz egy w szammal stlyozzuk. A mddszer egyes valtozatai ezen
— egycbként bevallottan 6nkényes — sulyértékben térnek el egymastdl. A megsza-
kitasokat akar figyelmen kiviil is hagyhatjuk, ekkor w=0. Egyes szerzdk viszont a
megszakitasokat pozicionalis eltérésnek tekintik, azaz w=1. Swofford & Olsen (1990)
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szerint az illesztésbodl egyenesen ki kell hagynunk a nagy megszakitasokat, mert ezek
erdsen eltorzithatjak a jol illeszkedd szakaszokra vonatkozo eredményt. Révidebb
megszakitasokra a w=0,5 tekinthet6 jo kompromisszumnak.

e azeffektiv lanchossz a kovetkezo:
L=M+U+wG (3.40)
amelybdl, az egyezési indexszel (3.6) analog hasonldsag a kovetkezo:
S=M/L (3.41)

Az illesztés algoritmusa, azaz S maximalizalasa, szamitogépet igényel, bar kisebb szekven-
cidkra az elemzést magunk is végrehajthatjuk. Az eljaras részletezésére itt nem vallalkoz-
hatunk; lasd pl. Kruskal (1983), Weir (1990) vagy Waterman et al. (1991). Az S egyiitthatd
altalanos érvényli, egyarant hasznalhaté bazis vagy aminosav-szekvencidk Osszehasonli-
tasaban. S értékét kozvetlenill is felhasznalhatjuk a tovabbi elemzésben, leginkabb kiilon-
bozoségként az 1-S komplement formajaban.

A CTGTATC és CTATAATCCC bazissorendekre tobb egyenértékii megoldast ad az al-

goritmus, mindegyikre M=6, U=1 és G=3. Egy lehetséges maximalis illeszkedés a kovetkezo:

CTGTATC
CTATAATCCC

w=1 esetén a szekvencidk hasonlosaga S=6/(6+1+1[]3) = 0,6.

Bazisszekvencidk esetén a szekvenciak idobeli valtozasara az S értékének a csokkenése a
jellemzd, amennyiben feltételezzilk, hogy a négy bazis egyforma valdszinliséggel cserélodik
barmelyik masik bazisra pontmutacid révén. Ha u a mutécios rata és ¢ az eltelt id6, akkor a

3 ( 3
out=K =21 3.42
# 4 n(4s-1) (342)

mennyiség hasznalhatd az evolicids tavolsag becslésére (Jukes & Cantor 1969). K tehat
megkozelitden linearisan novekszik az idével, de nem minden hatar nélkil: ha Seléria 0,25-6t,
akkor valdjaban a teljesen véletlenszerlien eldallitott két bazissorrend varhatd hasonlosagat
kapjuk, €s K-nak mar nincs értelme. A fuggvény kétségtelen hatranya, hogy nem veszi figye-
lembe: egy ponton tobb mutacid is végbemehet. Attol is eltekint, hogy az A[]JG és T[JC
atalakulasok (tranzicidk, lasd még a 6.3-4 alfejezeteket) joval gyakoribbak, mint a tobbi (ezt
a Kimura-tavolsag viszont figyelembe veszi, lasd Waterman et al. 1991). Fehérjékre a fenti
Osszefliggésbe 3 helyett 19, 4 helyett pedig 20 irando, ha megengedjiik azt az egyszerisitést,
hogy minden aminosav egyforman gyakori. Tekintve, hogy hanyadosuk kozel van 1-hez, a
3.42 fiiggvény a K =—In S alakra redukalodik.

A fenti targyalds éppen csak érintette a szekvencidk dsszehasonlitdsanak szertedgazd té-

makorét. Egyéb formulakat, amelyek pl. megengedik a populacion belili variabilitast is, Weir
(1990) konyvében talalhatunk.

3.4 Az ordinalis skalan mért adatok esete

Ordinalis tipust vdltozok 6sszehasonlitasara jol ismert s kiprobalt rendstatisztikak allnak ren-
delkezésre, s ezek a tobbvaltozos analizisben is szamitasba johetnek. Akarmilyen forméban is
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kodoltuk az adatokat, az eredeti értékeket eloszor rangokka kell alakitanunk. A valtozé leg-
kisebb értéke kapja az 1-es rangot, a kovetkezd a 2-est és igy tovabb. Az xjj adatot tehat egy
rij rangszam valtja fel, amely kifejezi: az i valtozénak a j objektumban megfigyelt értéke ha-
nyadik az i valtozdra vonatkozd rangsorban. Két valtozd — most: két rangsor — megegyezése
a szorzat-momentum korrelacids egytitthatoval (3.70) analdg Spearman-féle rang-korreld-
cioval szamithato ki a legegyszertibben:

m
6y, (1 = 1)°

R j=1

RHOp =1 D)

amely teljesen megegyez6 sorrendekre 1, éppen ellentétes rangszamokra pedig —1 értéket vesz
fel. RHO értéke 0 kortli amikor a két sorrend kozott semmiféle 6sszefiiggés nincs. A rang-
korrelacié hasznalhatosagat nagymértékben korlatozzak az egyezd (kapesolt) rangok, ame-
lyek mindenképpen jelentkeznek amikor a valtozé kevesebb, mint m-féle kiillonbozo értéket
vesz fel. Viszonylag kevés szamt kapcsolt rang még kezelhetd un. korrekcios formulak segit-
ségével, de til sok egyezés mar lerontja az egyiitthaté érzékenységét, s inkabb a TAU
hasznalata ajanlhatd. A rangkorrelaciot leginkabb olyan esetekben érdemes alkalmazni,
amikor megfigyeléseink eleve bizonyos sorrendiséget jelentenek (pl. allatfajok érkezési sor-
rendje egy csapdara stb). A fiiggvény levezetése megtalalhatd pl. Yule & Kendall (1964, p.

272) és Legendre & Legendre (1983:206-207) konyvében.

(3.43)

A Spearman-féle rangkorrelacid erdsen sulyozza a nagy rangszambeli kiilonbségeket, s igy
a kis eltérések nemigen jutnak érvényre az eredményben. Ez akar eldnyos is lehet, hiszen sok-
szor a kis rangszambeli eltérések csupan a kevéssé megbizhaté mintavételezésnek vagy meg-
figyelésnek tudhatok be. Ha minden rangszambeli eltérést egyenldéen akarunk figyelembe
venni, mert a rangsorban a kis eltérések is jelentdsek ¢s megbizhatdak, a Kendall-féle koeffi-
ciens alkalmazhato:

4Y'C;—m(m-1)
ot
TAUpi o—— (3.44)

C; a kovetkezdképpen hatdrozhaté meg: az 1. valtozé értékeit ndvekvo rangszam szerint fel-
soroljuk és melléirjuk a masodik valtozé megfeleld rangszamait. A masodik valtozé minden
egyes rangszamara megszamoljuk, hogy utana hany darab nala nagyobb rangszam szerepel a
sorban. Ezek Osszege teljes egyezésnél m(m—1)/2, és ezért kell az 6sszeget 4-gyel szorozni,
hogy TAU az 1 értéket vegye fel. Teljesen ellentétes két rangsorra viszont a Cj-k dsszege 0, a
hanyados tehat —1 lesz. A képlet bonyolultabb alakot 6lt, ha a sorbarendezendd értékek kozott
azonosak is vannak (lasd a kovetkezd oldalon bemutatott alternativ szamitdsmaodot).

TAU kiszamitasat egy példaval is illusztraljuk. Legyen a két osszehasonlitand6 valtozora
¢és 6 objektumra vonatkoz6 adattablazat a kovetkezo:

1. véltozé: 1216 18 14 17 20
2. valtozo: 15181913 12 17

A szamolashoz az alabbi kis tablazatot készitjiik el:
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A rangszamot

Az 1. valtozo A 2. véltozd Rangszamok a  kovetd, nagyobb
értékei megfeleld értékei 2. valtozora rangszamok
sorba rendezve darabszama
12 15 3 3(5,6,4)
14 13 2 3(5,6,4)
16 18 5 1(6)
17 12 1 2(6,4)
18 19 6 0
20 17 4 0
Osszeg: 9

majd TAU értékét a 3.44 képlet alapjan kiszamitjuk: TAU=(4[]9 — 6[15) / (6[]5 )= 0.2.
l p pj y ( (

Ordinalis skalan mért valtozok alapjan az objektumok paronkénti 6sszehasonlitasa nehéz-
kesebb, meglehetdsen elhanyagolt téma. Sok esetben ugyanis ordinalis adatokat kozvetleniil
elemeznek intervallum v. aranyskalan mért adatokra kidolgozott eljarasokkal. Mondanunk
sem kell, hogy ez nem korrekt, hiszen ordindlis valtozokndl az értékek kozotti kiilonbségeket
nem értelmeztiik, nem is beszélve a hanyadosokrol. Persze be kell vallani, a valtozo lehetséges
értékeinek sorrendi viszonyait nehezen tudjuk érvényesiteni objektumok kozotti hasonld-
sagokban. Alkalmazhatok ugyan a nominalis valtozokra kidolgozott indexek, de ekkor nyil-
vanvaldan informaciot veszitiink: az ordindlis skala “lefelé” konvertaldsa nominalissa
sziikségképpen ezzel a kovetkezménnyel jar. Ha pedig a 3.5 rész fiiggvényeit hasznaljuk, azzal
implicit mddon attériink az intervallum skalara, hiszen az egyes allapotok kozotti
kiilonbségnek is értelmet adunk. Elképzelhet6 a fenti rendstatisztikak formalis alkalmazésa
objektumokra is — az attributum dualitas értelmében — , mégpedig elsésorban a Kendall-féle
TAU komplementje johet szamitasba (Diday & Simon 1976). A fiiggvény a 3.44 formulaval
is kiszamithatd objektumokra is (persze m helyett » irandd ekkor), de a szemléltetés kedvéért
egy masik, a nyers adatokon alapuld szamitasmodot is bemutatunk. Legyen a két 6sszehason-

litand6 objektum j €s k, és definialjunk egy Afﬁi segédvaltozot a kovetkezdképpen:

Loif x> x;
i .
Ay =1-10f x, <x;

0 if x,=x;

Legyen T azon valtozo-parok szama, amelyekre A]}n- =0 a j objektum esetében, s definialjuk
Ti-t hasonloképpen a k-adik objektumra. Ezek felhasznalasaval a keresett kiilonbozoség:

2 n-l n (3 .45)

2 2 Ajhl Akhi

DTAU , =1~
Jln(=1)=T][n(n =) -T,1 1= 54

Vagyis DTAUjx = 1-TAUj. A fiiggvény nincs definalva arra az esetre, ha valamelyik — vagy
mind a kettd — objektumban az 6sszes valtozé azonos értéket vesz fel az ordinalis skalan, mert
ekkor T=n(n—1) és a nevezd 0-va valik.
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A (3.45) fuggvény viszonylag konnyedén kezeli az egyezéseket, amelyek ordinalis valto-
zokkal jellemzett objektumok esetén nagyszamuak Iehetnek. Gondoljunk példaul egy
conologiai adattdblazatra, amelyben a kvadratokat a fajok Braun-Blanquet féle AD értékeivel
jellemezziik (ez ui. egy ordinalis valtozo). Egy faj 6-féle értéket vehet fel, mégpedig tobbnyire
a skala elején 1évoket (ugyanis egy kvadratban eleve csak kevés nagy tomegességii faj lehet).
Adott kvadrat fajosszetétele a fajok AD rangsoraval irhaté le. Teljes rangsorr6l azonban a le-
hetséges értékek kis szdma miatt nem beszélhettink, a kvadratban talalt fajok AD értékei az un.
részlegesen rangsorolhatd adatokra jelentenek példat. Critchlow (1985) ilyen tipust adatokra
sorol fel tovabbi mérdszamokat. Bioldgiai alkalmazéasukra pl. Dale (1989) tett javaslatot: az
un. Levenshtein tavolsag egy specialis esetét (Ulam tavolsag) alkalmazta conoldgiai adatok
tobbvaltozds elemzésében. E tavolsagmérték ugy értelmezhetd, hogy hany cserét kell az egyik
kvadrat (részleges) fajsorrendjében végrehajtani, hogy megkapjuk a masik kvadrat (részleges)
fajsorrendjét.

A segédvaltozok felhasznalasaval felirhatd egy masik formula is, amelyet Goodman &
Kruskal javasolt (vo. Rudas 1986) ordindlis valtozdk asszocialtsaganak mérésére. A fenti
jelolésekkel, objektumok dsszehasonlitdsara a Goodman-Kruskal y a kovetkez6 alakot 6lti:

nel
Y Y AN, (3.46)
¥ = it
> YA A
h=1 i=h+1

Ez valdjaban egy egyszerli aranyszam. A nevezdben azoknak a valtozéparoknak a szdma
szerepel, amelyek mind a j, mind pedig a k objektumban sorba rendezettek (nem egyezoek).
A szamlald pedig az 1x1 és 1x—1 szorzatok szamanak egymashoz vald viszonya alapjan
eldénti, hogy ez a sorbarendezés inkabb azonos vagy eltérd iranyu volt-e a két objektumban.
Teljes azonossag esetén yj=1, teljesen ellentétes sorbarendezésre pedig Y= —1. Kiilon-
bozoséget a komplementképzéssel allithatunk eld.

3.5 Koefficiensek arany- és intervallumskalan mért valtozékra

Mivel az intervallum- és az aranyskala kozott a formuldk szempontjabdl a legtobb esetben
nincs kiilonbség, az ilyen tipust adatokra alkalmas fiiggvényeket egyiitt targyaljuk. A kivételt
egyébként azok a koefficiensek jelentik, amelyek az adatok “eltolasara” (egy konstans hoz-
zéadasara) nem invaridnsak (hurtavolsag, szogeltérés, geodéziai tavolsag, keresztszorzat,
kovariancia). Ezeket ne alkalmazzuk olyan valtozokra, amelyek 0 pontja onkényes! A fligg-
vények “viselkedését” a 3.3 tablazat adatai alapjan, a prezencia/abszencia koefficiensekhez
hasonldé modon illusztraljuk. A példaul szolgaldé mesterséges adatok 9 objektum fokozatos
megvaltozasat irjak le egy képzeletbeli gradiens mentén olymodon, hogy minden valtozd
viselkedését egy optimumgorbe jellemez (7.9a abra). Ennyi elegendd ahhoz, hogy az Olvasd
némi attekintd képet kapjon a fiiggvényekrol. Részletesebb — bar nem minden koefficiensre
kiterjedd — értékelésre Hajdu (1981) mutat be mas adatsorokat. A példa alapjan viszont ma-
gunk is elkészithetjiik a fliggvények barmilyen, esetleg egészen specialis célu értékelését.

A tavolsagfiiggvények bemutatasahoz a legjobb kiindulopont az euklidészi tivolsdg:



Tavolsdg, hasonldsag, korrelacid... 81

3.3 tablazat. Mesterséges adatok matrixa a koefficiensek értékeléséhez. Az objektumok egy “gradi-
ens” mentén egyenletesen tavolodnak a kiinduld 1. objektumtdl Gigy, hogy a gradiensre egy opti-
mumgorbe szerint reagalnak.

Objektumok

Valtozok 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 1 0 0 0 0 0 0 0

3 3 2 1 0 0 0 0 0 0

4 4 3 2 1 0 0 0 0 0

5 4 4 3 2 1 0 0 0 0

6 3 4 4 3 2 1 0 0 0

7 2 3 4 4 3 2 1 0 0

8 1 2 3 4 4 3 2 1 0

9 0 1 2 3 4 4 3 2 1

10 0 0 1 2 3 4 4 3 2

11 0 0 0 1 2 3 4 4 3

12 0 0 0 0 1 2 3 4 4

13 0 0 0 0 0 1 2 3 4

14 0 0 0 0 0 0 1 2 3

15 0 0 0 0 0 0 0 1 2

16 0 0 0 0 0 0 0 0 1
" 1/2

EUj= [Z(xﬁ - xik)z} (347
i=1

amely megfelel a mindennapi, intuitiv tdvolsagfogalomnak (3.6 abra) s kiszdmitasa a jol ismert
Pitagorasz-tétel altalanositasa sok dimenzidra. Az euklidészi tdvolsag a referencia-alap min-
den egy¢b hasonlosag, kiilonb6zdség és tavolsag megitélésekor, mint azt a fejezet elején mar
emlitettiik. djk egyébként — a négyzetre emelés miatt — a nagy eltéréseket emeli ki elsdsorban.
Also6 hatara 0, mig fels6 korlatja nincsen.

A 3.3 tablazat adataira az euklidészi tavolsag az 1. objektumtdl el¢szor gyorsan nd, majd a

kozos fajok szamanak csokkenésével egyre kevésbé valtozik (3.7a dbra). Ha tovabb folytat-
nank a sorozatot, az 1/9 tavolsagérték szintjén maradnank.

A Manhattan-metrika egyszeriien a két objektum kozotti kiilonbségek abszolut értékeinek
az Osszege:

1n
CBji= le,-j —xyl (3.48)
i=1
amelyet “haztomb” (“city block”) metrikanak is neveznek, mindkét névvel utalva arra, hogy
egy amerikai tipusu, szabalyos alaprajzu varosban két pont kozott altaldban nem az euklidészi
tavolsadg a megteendd ut, mert kénytelen-kelletlen meg kell kertilniink a haztomboket (3.6
abra). Mint a nevében is benne van, a 3.48 fliggvény metrika, de nem euklidészi (3.4 tablazat).

Az euklidészi tdvolsag ¢s a Manhattan-metrika specialis esetei egy altalanos fiiggvénycso-
portnak, a Minkowski-metrikdknak:
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.®
.e”
-

2 3

3.6 abra. Tavolsagftiiggvények illusztracioja kétdimenzios térben. a: euklidészi tavolsag, b: Manhat-
tan-metrika, ¢: hurtavolsag, d: szogeltérés, e: geodéziai tavolsag, f: a hurtavolsag 0, ha a két objektu-
mot leird valtozok aranya megegyezo.

1/r
n
MNK() = {leﬁ - xl-klr:l (3.49)
i=1

ahol 1 2 r. r= 1-re kapjuk a Manhattan-metrikat, » = 2-re pedig az euklidészi t avolsagot.
Az r > 2 esetben a nagy kulonbségek mar rendkiviil erds hangstlyt kapnak; ez a tobbvéltozds
elemzésbeli alkalmazasukat nem indokolja.

A valtozdk szamaval leosztva megkapjuk, hogy egy valtozé atlagosan mennyivel jarul
hozza a tavolsaghoz

1/2
1 n
AVDjk: ;I:z(xlj _xik)2‘| (350)
i=1
illetve az abszolut eltérések 6sszegéhez:
1 n
MGje= =Y lx;; = xy (3.51)
n“
i=1

Az utobbi fliggvényt numerikus taxonomusok javasoltak, és dtlagos karaktereltérés (“mean
character difference”) néven ismeretes (Cain & Harrison 1958). Ez az a formula, amit
Czekanowski alkalmazott antropoldgiai vizsgalataiban (“durchschnittlische Differenz”; ezt
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3.7 abra. Az intervallum tipust valtozokra alkalmas tavolsagfiiggvények egy csoportjanak grafikus
Osszehasonlitdsa. A skdla médosuldsa miatt az £U és CM relativizalt valtozatai (AVD ill. NC) a b dbran
szerepelnek.

azért jegyeztiik meg, mert sok konyvben egy masik, a 3.59 formuldra hivatkoznak Czekanow-
ski index néven).

A 3.7a-b abrakon lathatd, hogy a osztds mivelete nem valtoztat a goérbe alakjan, viszont
igy a fliggvény jobban §sszehasonlithato a tobbi kiilonbozoséggel.

A Manhattan metrikabdl szarmaztathatd a Canberra metrika

1l |x,-]-—xl-k|

CMy= Y L% (3.52)
= | x;i I+
i=1""Y L

(Lance & Williams 1967b) melynek révén az egyes valtozok hatasa joval kiegyenlitettebbé
valik. Conologiai kvadratok esetében példaul ugyanaz a kiilonbség ritka fajok esetén sokkal
nagyobb mértékben jarul az eredményhez, mint a gyakori fajok esetén. Az abszolutérték jelek
alkalmazasaval a nevezdben, Gower & Legendre (1986) javaslata szerint, a fiiggvény negativ
értékekre is hasznalhaté (pl. amikor az adatokat elézetesen a szorassal standardizaltuk). Az
Osszehasonlitasbol nyilvan ki kell zarnunk azokat a valtozokat, amelyek mindkét objektumra
nézve 0 értéktek.

CM nem cuklidészi, de elonyos tulajdonsaga — legalabbis a példaadatok alapjan —, hogy
megkozelitden lineédrisan valtozik (3.7a abra).



84 3. fejezet

3.4 tablazat. Intervallum-tipust adatokra alkalmas egyiitthatok metrikus ill. euklidészi tulajdonsagai.
N: nem-metrikus, M: metrikus, E: euklidészi..

Fiiggvény neve Tulajdonsag Fiiggvény neve Tulajdonsag

Euklidészi tavolsag E Pinkham - Pearson

Manhattan-metrika M Gleason

Canberra-metrika M Ellenberg N
Hurtavolsag N Pandeya

Szogeltérés N khi-négyzet tavolsag E
Geodéziai tavolsag N 1 — korrelacio N
Clark E 1 — hasonl6sagi hanyados

Bray - Curtis N 1 - DKEN N
Marczewski - Steinhaus M Faith atmeneti koefficiens N
1 — Kulczynski N Uppsala koefficiens N?

A Canberra metrika lehetséges értékei a [0,n] intervallumban mozognak, ezért az n-nel
torténd osztassal kapott, Un. normdlt Canberra-metrika:

NCjk= — 3.53

e Z|x |+|x,k| 3.53)

mar a standard, [0,1] intervallumban vesz fel csak értékeket. Clifford & Stephenson (1975)
megfontolandé javaslata szerint n helyett csupan azoknak a valtozoknak a szamaval kell
osztanunk, melyek értéke legalabb az egyik objektumban nem 0.

Amennyiben az objektumokra, mint pontokra mutatd vektorokat elézetesen egységnyi
hosszisagtra normaljuk (2.22 atalakitas) és ezutan szamitjuk ki a kozottik 1évé euklidészi
tavolsagot, akkor az Un. hurtavolsdgot (Orldci 1978) kapjuk. A normalés az alabbi formulaba
be van épitve, igy ha ezt alkalmazzuk, eldzetes standardizalasra nincs sziikség:

1/2

2 xlj ik

CH, = (3.54)

Ez a tavolsag, mint a binaris adatokra alkalmas valtozatnal mar emlitettiik, az egységsugaru,
origd-kozéppontu hipergomb feliiletére vetitett pontok k6zott kifesziilo hur hosszanak felel
meg (3.6 abra: c). Amennyiben tehat a valtozok aranyat tekintve a két objektum megegyezik,
a hurtavolsag 0 lesz (3.6 abra: f). Emiatt a hurtavolsag az eredeti pontokra nézve nem metrika,
hiszen az 1. axidéma nem teljestil.

A hurtavolsag képletébe “beépitve” talaljuk a szogeltérést:
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(3.55)

amely a két vektor kozotti szog (3.6 abra: d) cosinusédnak a komplementje. Azaz, AS értéke 0
ha a vektorok kozotti szog 0° (cos 0° = 1), illetve 1 a derékszog esetében (cos 90° = 0).

A geodéziai tavolsag rokon az eldz06 kettével, és a két pont kozotti koriv hosszanak felel
meg: n
XiiXik

i=1

$434]

i=1 i=1

GEOjk = arccos (3.56)

(3.6 abra: e). GEO értéke 0 és m/2 kozott lehet. Neve onnan szarmazik, hogy a Fold feliiletén
mérve két pont kozott valdjaban ezt, és nem az euklidészi a tavolsagot kell megtenni. A
hurtavolsag és a geodéziai tavolsag, mint a képleteikbdl is lathato, dsszefiigg egymassal (3.7b
abra), ezért a konnyebben értelmezhetd hurtavolsag hasznélata feleslegessé teszi a masikét.

Az euklidészi és a hurtavolsag egy-egy fliggvénycsoport képviseldi voltak, amelyek a val-
tozok kozotti eltéréseket (3.47-53), ill. a valtozok ardnyossagat (3.54-56) veszik alapul. Az
els6 csoportba még nagyon sokféle fliggvény tartozik, amelyek az eddigiek valtozatainak
tekintheték. A Canberra-metrikahoz legk6zelebb a Clark-féle (1952) divergencia-koefficiens
(“coefficient of divergence”) all:

S\
I & X —x (3.57)
CL, =| — 2 Ty Tk
n-; xij + Xip

Az 6sszegben szerepld tagok négyzetét vessziik figyelembe, e fiiggvény tehat Iényegében véve
ugy viszonyul a Canberra-metrikdhoz, mint az euklidészi tdvolsag a Manhattan-metrikahoz
(ui. a nagyobb eltérések jobban kifejezodnek az eredményben). A fiiggvény értéke, az n-nel
torténd osztas miatt, teljes egyezés esetén 0, maximalis kiilonb6zdség esetén pedig 1.

Az alabbi formula viszont mar lényegesebben kiillonbozik a Canberra-metrikatdl: az
Osszegzés kiilon-kilon torténik mind a szamlalora, mind a nevezore.

n

Zl‘xij =X |

BC, ="1—"— (3.58)
2 (xl.j +x;)
i=1

A fiiggvény voltaképpen egy egyszeri index formajaban adja meg, hogy az 6sszegzett értékek
hanyadrészében van eltérés a két objektum kozott. Ezt a kiilonbozdségi formulat Bray - Curtis
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(1957) index néven ismerik elsdsorban, bar Pielou (1984) 100-zal szorzott alakban szdzalékos
kiilonbozéség (“percentage difference”) néven ismerteti. A formula a — tévesen — Czeka-
nowski index néven ismert hasonldsagi fiiggvénynek a komplementje, amelyet a teljesség ked-
véért kiilon is bemutatunk:

22 min{x;, X,
1-BC, =" —

n
2 (xi]. +x;)
i=1

Prezencia/abszencia esetben 1-BC a Sorensen indexszel (3.25) egyezik meg, vagyis BC sem
metrika (3.4 tablazat). E1ony0s viszont, hogy valtozasa kozelitoen linedris jellegti (3.8a abra).

A Marczewski - Steinhaus koefficiens (Holgate 1971, Lewandowsky 1972) az eltérések
Osszegét az objektumpar maximalis értékeinek 6sszegéhez viszonyitja:

n
Zl X — Xix |
_ =

MS, =

(3.59)

(3.60)

n
2 max{x;, X,
i=1

A fiiggvényt a halmazelmélet alapjan is értelmezhetjik. A szdmlalo a j és k objektumot
reprezentald halmazok szimmetrikus differencidja, a nevezd pedig a halmazelméleti unié (Or-

3.8 abra. Az intervallum tipusu valtozokra alkalmas kiilonbozoségi fliggvények egy csoportjanak (a)
és a novényconologiaban alkalmazott négy specialis fliggvény (b) értékelése a 3.3 tablazat adataira.
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16ci 1978). MS metrika de nem euklidészi. Komplementje Ruzicka index néven ismeretes, és
a kovetkez6 formakban talalkozhatunk vele:

Zmin{xi}.,xik} Zmin{xij’xik}
RUZjk - 1_MSjk _ =l _ i=1

= (3.61)
n n n n

Zmax{x[j,x[k} inj +2xik —me{x[j,x[k}

i=1 i=1 i=1 i=1

A Ruzicka index prezencia/abszencia esetben a Jaccard-indexszel (3.24) ekvivalens.

Intervallum skalan mért valtozdkra a Kulczynski index (3.29) a kovetkezo alakot 6lti:

Ao L la . Y min{x;,x,} Y min{x;,x,}
2e ta o Rlmul= ki =15 +E— (3.62)
2 X X |7 2 X 2 Xik

i=1 i=1

i=1 i=1

A példaadatokra 1- KUL= BC (3.8a abra), mert az 6sszeg minden objektumra azonos.

A minimum ¢és maximum viszonyat ugy is kifejezhetjiik, hogy a hanyadost még az 6sszeg-
z¢s eldtt képezziik. Ekkor a maximalis kiilonbozéség n lesz, igy n-nel osztva kapunk [0,1]
intervallumba es6 kiilonbozéségi egytitthatdt:

d X — Xy L[ min{x,, x,
12 | % = x| =1—Pij:1—12 (x5, X (3.63)
n = max{x;,x;} n = max{x;,x;}

A hasonlosagi fiiggvény Pinkham & Pearson koefficiens néven ismeretes. Hasonlatokkal élve:
1-PP ugy viszonyul MS-hez, mint a normalt Canberra-metrika (NC, 3.53) a Bray - Curtis in-
dexhez (BC, 3.58). 1-PP azonban nem metrika, hiszen egy objektum dnmagatél vett kiilon-
bozosége nem 0, s lefutdsa is elég szabalytalan (3.8a dbra). Az elsd probléman gy segithetiink,
ha nem #-nel, hanem a nem dupla 0-4s valtozok szamaval osztunk.

A téma irant jobban érdeklodd Olvasdk kedvéért megemlitink néhany, a ndvényco-
nolégusok korében ismert formulat. Ezek a két allomany vagy kvadrat kozotti hasonldsag
kiszamitasaban a kozos fajok esetleges mennyiségi eltéréseit akar figyelmen kiviil is hagyhat-
jak, azaz rajuk nézve a fuggvények prezencia/abszencia koefficiensként miikodnek. Ilyen ha-
sonloséagi index a Gleason-féle (1920) formula

Z(Xi/’ +Xy)
GL — €A

kT n
20+ x)
i=1

(3.64)

ahol A4 azon fajok halmaza, amelyek mind j-ben, mind pedig k-ban jelen vannak. A szam-
laléban az 6sszegzés tehat a kozos fajokra vonatkozik. A nevezd igy annyival tobb a szamla-
lonal, amekkora a nem kozos fajokban mutatkozd mennyiségi kiilonbség. Ellenberg ezt a
mennyiségi kiilonbséget kétszeresen veszi figyelembe:
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2 (xij +x;)
Eij = €A (365)
Z(xl.j +xik)+2xl.j +2xik
i=1 igA igA

(v6. Goodall 1973a), a kiilonbséget a példaadatok esetében a gradiens kozepén emeli ki jobban
(3.8b abra). Rokon jellegli a Pandeya koefficiens,

Z(XU + )
PANy . =" (3.66)

D Gyt x )+ Y x|
i1

€A

amely azonban mar a mindkét helyen meglévd fajok mennyiségi kiilonbségeit is figyelembe
veszi kiillonbozdséget ndveld tényezoként.

Az eltéréseket mérd koefficiensek koziil megemlitjik az tn. xz—tdvolsdgot, ami az adat-
tablazat sorainak és oszlopainak Osszegével valo kettds standardizalas utan szamitott euk-
lidészi tavolsagnak felel meg:

L2
R _ (3.67)
CHISij = 2 ml ( 5 _ nxjk

1
i=1
2 Xin [ 2 Xsj Xk

h=1 s=1 5=

a xz—ta'wolség fontossaga a korreszpondencia-elemzéssel kapcsolatosan (7.3 alfejezet) valik
nyilvanvalova. Tavolsagfiiggvényként dnmagéaban ritkan jon szamitasba.

Az aranyokra érzékeny egytitthatok koziil harmat (A4S, CH, GEO) — mas tipusu tavolsagok
tarsasagaban — mar emlitettiink. Most sor keriilhet még néhany hasonl6 célu, s nem kevésbé
fontos mérészam bemutatasara is. Minden formulaban vektorok skalaris szorzata szerepel (vo.
C fiiggelék) s ennek alapjan mar ranézésre felismerhetd, hogy mely fiiggvény érzékeny a val-
tozdk kozotti aranyokra. Az adatmatrix két oszlopara felirhatjuk az Un. keresztszorzatot
(“cross product”):

CP, = x,x, (3.68)
i=1

amelyet nyers adatokra ritkan alkalmazunk (pl. nem-centralt PCA, 7.1.5 rész). Rendszerint az
adatmatrixot el6zo6leg oszlopok szerint centraljuk, és az igy modositott értékekbdl szamolunk a
3.68 egyenlet alapjan. A kapott eltérésszorzat-dsszeget m—1-gyel osztva adédik a kovariancia.
Ennek képlete a nyers adatokbdl kiindulva a kovetkezo:

n
COVj= 21 (6 =%, = %) (3.69)
L 1=

n—1
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amely jol ismert a standard statisztikabol is valtozok kapcsolatanak a mérésére. Mivel a
kovariancia nem korlatos mértékszam, azaz felsd és als6 hatara nincs, helyette inkabb a kor-
relacio jon szamitasba. Ez is kiszamithatd a 3.68 egyenlet alapjan, ha az adatokat el6zetesen
oszlopok szerint a szorassal standardizaltuk. Kozvetlen kiszamitasara az alabbi — jol ismert —
képlet szolgal:

zn: (x; —x,)(x; —X,)

n n
— \2 — \2
Z(XU —X;) Z(Xik —%)
i=1 i=1

Tavolsagga alakitva — figyelembe véve a mar emlitett (2.1 alfejezet) gondokat — objektumok
kozott is alkalmazhatd. A 3.68-70 fiiggvények igazi felhasznalasi teriilete azonban az, amikor
valtozok kozotti sszefliggéseket mériink velikk a fokomponens vagy kanonikus korrelacid
analizis kezdetén (7.1-2 alfejezet). A korrelacid kiilonbozoséggé alakitva sem metrika, hiszen
0 értéket kapunk két nem egyenld objektumra is, ha az egyik adatait a masiknak valamilyen
konstans értékkel valo szorzasaval megkaphatjuk. Az indexelés megfeleld atalakitasaval a
korrelacidt a sorokra (valtozokra) is felirhatjuk.

Ebbe a csoportba tartozik a hasonlosdagi hanyados (“similarity ratio”, Wishart 1969, van
der Maarel 1979) is

CORj= (3.70)

Exiixik (3.71)

_ i=1
1 n n n
2 2
2 i +2 X — 2 XX i
i=1 i=1 i=1

SR, =

Jk

) f et
DIB J,...

0.4

0z CHISQD

o.o”;--""" P R Tt kulonbozoségi index valtozasa a
példaadatokra (3.3 tablazat).
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amelynek értékei a [0,1] intervallumba esnek, 1 jeloli a teljes egyezést. Prezencia/abszencia
adatok esetén SR megegyezik a Jaccard indexszel. A korrelacidval fennalld er6s rokonsaga a
3.9 &brardl is leolvashato.

Az eltéréseket ill. az aranyossagot vizsgalo fiiggvényeken kiviil megemlitendd egy har-
madik fiiggvénytipus is. Ezek a két 6sszehasonlitott objektumot leird valtozok minimdlis
egyezésére érzékenyek (Faith 1984). A fuggvénycsalad alaptipusa a Kendall (1970) féle
minimalis egyezési egytitthatd:

n
KEN = ¥ min[x;;, x;] (3.72)
i=1

amely kiilonbozdséggé alakitva a kovetkezoképpen is felirhato:

DKEN ;, = Z{maxh[xih]— min[x;, x, 1} (3.73)

i=1

A Kendall-féle hasonlésag a halmazelméleti metszetnek felel meg. Nem korlatos mérték
(nincs felsd hatara), és ezért elsésorban akkor célszerii hasznalni, ha az adatokat eldzetesen
standardizaltuk. Az oszlopok (objektumok) Gsszege szerinti standardizalast tartalmazza pél-
daul az allatokologusok korében népszerii Renkonen index:

=
=

. ii xi < x,“ Xl-
REN;k .= mn / k :1_052 . v n k (3.74)

n > n
i=1 i=1
inj ink inj ink
i=1 i=1

i=1 i=1

Egyik gyakori elnevezése (“percentage similarity of distribution”, Whittaker & Fairbanks
1958) magyarazza meg e fliggvény jelentését: a standardizalas ugyanis egyedszamadatok ese-
tén pl. azzal az eredménnyel jar, hogy egy relativ gyakorisageloszlast kapunk mindkét objek-
tumra, és 100XREN ezek szazalékos megegyezését jelenti. A standardizalas révén egyébként
a valtozok objektumon beliili aranya valik fontossa, s ezaltal elmosodik az aranyossagra, ill.
minimumra érzékeny koefficiensek kozotti — ezek szerint nem is olyan éles — hatar. A példa-
adatokra 1-REN megegyezik BC-vel (3.8a ébra), de ebbdl nem szabad altalanos kovet-
keztetéseket levonni, mert eme egyezés az oszloposszegek azonossaganak a kovetkezménye.

Atmeneti formdk. A kiilonbozd érzékenységii koefficiensek kozott kozvetlen atmeneteket
képezhetiink, s ezaltal mindkettd hatasa jelentkezik az eredményben. Faith (1984) és Faith et
al. (1987) javasoltak példaul a Manhattan-metrika ¢s a Kendall koefficiens egyszert atlagat
(“intermediate coefficient”):

1| .
INTje = 2|:2| Xy — Xig |+max ,[x,]- min[x;, xik]:| (3.75)

i=1
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E fiiggvénynek nincs felsd korlatja, bar ez n-nel vald osztassal megoldhatd. Egy masik atme-
neti jellegli formula az “Uppsala koefficiens” (Noest & van der Maarel 1989):

1 nl |xij_xik|+|xij_xik|

UD, = (3.76)

n—z, o 2 Xyt X X, ~ X

ahol zjr a j és k objektumbdl egyarant hidnyzd valtozok szama (az osztas tehat nem n-nel
torténik, ellentétben mas fiiggvényekkel!) és xmax — xmin pedig a valtozdk altal felvehetd érté-
kek tartomanya. A fiiggvény a Bray-Curtis index ¢és a terjedelemmel standardizalt Manhattan-
metrika (1. Gower-index, 3.103) k6zotti atmenet. E fiiggvény jellemzdje, hogy a skala elején
levd eltérések sulyozottabban jarulnak a kiilonbozdséghez, mint a skala végén levok. Példaul,
ha xmax — xmin=9, akkor a 0 és 1 eltérése 0,566-tal jarul az 6sszeghez, a 8 és 9 eltérése pedig
csak 0,085-tel. A nagyobb értékek eltéréseinek fontossagat csokkentve implicit modon ugyanazt
csinaljuk, mintha az adatokat el6z6leg logartimikus transzformacidoval médositottuk volna.

Genetikai tavolsagok. Az intervallum, ill. aranyskalan mérhet6 valtozok specialis eseteit jelen-
tik az allélgyakorisagok. Az objektumok ekkor populdciok, a valtozok pedig annyi csoportba
oszthatok, ahany /okuszt vizsgalunk. Az allélgyakorisagokat minden egyes lokuszra az 6sszeg
szerint standardizalni kell, s igy a tablazatban lokuszonkénti relativ gyakorisagok szerepelnek.
A relativ géngyakorisag-adatokra szamos specialis tavolsagfiiggvény all rendelkezésre, ame-
lyek figyelembe veszik a valtozdk csoportosulasat és genetikailag tobbé-kevésbé értel-
mezhetdek is. (Ha a 16kuszokat “6sszemosnank”, akkor az eldzéekben bemutatott fliggvények
nagy része megfelelne a tavolsdg mérésére, de ez nem lenne “genetikai”). Az értelmezhetdség
arra utal, hogy a genetikai tavolsag a populdcidk szétvalasa ota eltelt idovel van Gsszefliggés-
ben, s ezért a valtozast okozo mutaciordl és sodrodasrdl egy jol megfogalmazott modellre van
sziikség. Természetesen enélkiil is szamithato tavolsag, de ekkor ennek csupan geometriai jelen-
tése lehet és nem képezheti alapjat pl. az evolucids folyamatok értelmezésének (Weir 1990).

A tavolsagmértékek viselkedését az egyszerliség kedvéért egy egylokuszos/kétalléles eset-
re fogjuk illusztralni. Az allélgyakorisagok példamatrixaban az 1. populaciétol vald fokozatos
tavolodas tiikr6zodik (ennek hatterét most nem firtatjuk), mig végiil az egyik allél teljesen
lecserélédik a masikra:

l.allél: 1,0 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0,0
2.allél: 0,0 0,12 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

A tovabbiakban a lokuszok szamat L jeloli, az adatmatrix egy értékére pedig xz;; utal,
amely a /s 10kusz i alléljének a relativ gyakorisadga a j populacioban. ny jeloli az allélek szamat
a h 16kuszon. Miutan relativ gyakorisagokat hasznalunk, a populaciét képviseld pontok egy
hipersikon vannak minden egyes lokuszra nézve (két allél esetén a 2.9¢c és a 3.11 abran lathatd
egyenesen).

Lényegében véve az atlagos euklidészi tavolsagnak felel meg a Rogers-féle (1972) geneti-
kai tavolsag:

| &l 12 K3.77)
2
ROG; =— X, . —X,
4 2L h_1|:;( hoi kz) :|
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melyet a populacion beliili heterozigdcia jelentdsen befolyasolhat. Legfobb hatranyaul ugyan-
is azt hozhatjuk fel, ami az euklidészi tavolsag okologiai alkalmazasanak is f6 akadalya:
el6fordulhat, hogy kisebb a tavolsadg kozos alléllel nem is rendelkezd két populacio kozott,
mint két masik, néhany allélban megegyez6 populacié kozott. Hasonloan kritizalhato a Pre-
vosti-féle genetikai tavolsag (cf. Wright 1978), azaz az atlagos karaktereltérés 16kuszonként:

n,

1 L
PREjs :Zzzuﬁi—ka (3.78)

h=1 i=1

A relativ gyakorisagok kozotti kiilonbségek alkalmazasa a tavolsag kifejezésére geometriailag
jol interpretalhato ugyan, a fenti nehézség miatt azonban a genetikusok tébbre tartjak az ara-
nyossagra érzékeny fiiggvényeket. Ezek k6zé tartozik a leggyakrabban hasznalt egyiitthato, a
Nei-féle genetikus azonossag (“genetic identity”, Nei 1972, 1978) és tobb szarmazéka. Az
identitast egylokuszos esetre voltaképpen a 3.55 fiiggvénnyel mérhetjiikk (az 1-bdl valo
kivonas nélkiil), amely a két populacidra mutatd vektor hajlasszégének (o, 3.11 abra) a cosi-
nusa. Ennek értéke teljes azonossag esetén 1, teljes kiillonb6zoség esetén pedig 0 (3.10a abra).
Miutan a képletben relativ gyakorisdgok szerepelnek, az eredménynek valdsziniiségi inter-
pretacidja is van. A szamlalé azon valdszinliségnek a becslése, hogy a két populacidbdl szar-
mazo6 egy-egy egyed a lokuszon azonos allélt hordoz (t?jk ). A nevezében szerepld két
négyzetdsszeg pedig annak az eseménynek a valoszintiségét becsli, hogy az ugyanabbol a
populaciobdl szarmazo két egyed azonos allélt hordoz (g;,ill. g, ). A nevezd értéke a két
populéaciora vonatkozé valdszintiségek mértani kozepe:
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3.10 abra. Genetikai szogfiiggvények (a) és tavolsaigmértékek (b) valtozasa egy 16kusz és két allél
esetén a két populécio teljes eltavolodasaval (allélgyakorisigok a szovegben). CH a 3.54 szerinti hur-
tavolsag.
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Exijxik q
ID ., = ! = % —cosa (3.79)

Jk 172
seza| OO

A formula tehat a j és k populacidk kozotti génazonossag és a populdcidkon beliili géna-
zonossag hanyadosaként foghaté fel. A fliggvény L lokuszra a kdvetkezoképpen altalanosit-
haté:

(3.80)

1/2

amely azonban nem ad torzitatlan becslést, s ezért kis mintanagysag (m, amely most azonos
minden populédciora) esetén korrigalni kell (Nei 1978):

I,

(m_l)zzxﬁ P i

IDCjx = bl il (3.81)

172
S em¥ - 0xY emY 1)
=1 im1 = -1

A Nei-féle génazonossag akkor valik igazan genetikailag értelmezhetévé, ha a populaciok
szétvalasa ota eltelt idotr tudjuk vele kifejezni. Ekkor sokféle modell johet szamitasba. A
legegyszeriibb esetben az adott allélbdl barmely masik allélba valdé mutaciot tételeziink fel p
mutacids rata mellett. Ekkor fennall az alabbi 6sszefliggés:

NELx=—In ID = 2ut (3.82)

amely a Nei-féle genetikai tavolsdg. Ez nincs definidlva arra az esetre, amikor minden allél
csak az egyik populaciot jellemzi (3.10b abra). A Nei-tavolsag lIényeges leegyszertisitéseket
tartalmaz, mert feltételezi, hogy a populaciok elvalasa 6ta a mutacid egyforman valdszinii min-
den lokuszon és mindkét leszarmazasi vonalon (Hillis 1984). Ezt a problémat Hillis a
lokuszonként vett genetikus azonossagok aritmetikai atlagaval hidalja at:

1),

1 L Zxﬁixhi

HILjk =In| — i=l 7 (3.83)
ny

LT ) 5
PRDNS
i=1 i=1

Ennek is megadhato a torzitatlan becslése, a 3.81 formuldhoz analég médon (Swofford & Ol-
sen 1990). Egylokuszos esetre HIL megegyezik NEI-vel.
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A Nei-féle tavolsag nem alkalmas arra az esetre sem, amikor a populaciok eltdvolodasat
kizardlag a sodrodas okozza. Ekkor egy geometriai jellegli mértékszam, a Balakrishnan -
Shangvi tavolsag johet szamitasba (Weir 1990):

1 &g —x)
2 i ik
BS = E :
n, —1 11 X+ Xy (3.84)

A genetikai tavolsag definialdsa és értelmezése meglehetdsen komplikalt teriilet, s ezt legjob-
ban a Cavalli-Sforza és munkatarsai altal hasznalt formulakkal illusztralhatjuk. Egy adott /
lokuszon az allélek relativ gyakorisagait négyzetre emelve a populaciokat képvisel6é pontok
kozvetleniil rakeriilnek az egységsugara hipergomb felszinére (3.11 abra). A j és k pontokra
mutato vektorok hajlasszoge ekkor egyszertien megkaphato:

T
i=1

Ennek figyelembevételével Cavalli-Sforza & Edwards (1967) az egyes 1okuszokra kapott
geodéziai tdvolsagok (ivhosszok, lasd a 3.56 egyenlet és a 3.11 abra) standardizalasaval és
atlagolasaval definialta a genetikai tavolsagot:
5l/2
L 1y

1 2
CAV, =|— —arccos XX 3.86
ik Lz [n IZ,,I hij hzk] (3.86)

h=1

vagy pedig a hipergdmbre vetitett pontok kozotti hurtavolsagot mérte:

2

1.0

1.0 1

3.11. abra. Néhany genetikai tavolsag geometriai értelmezése két populacid kozott egy 16kuszra és két
allélre. % jeloli az eredeti gyakorisagértékeket (j-re 10; 12, mig k-ra 20; 8). @ jeloli a relativ gyak-
orisagokat, M pedig a négyzetre emelt, igy a korivre kertilt relativ gyakorisagokat.
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1/2 1/2
BHA =[2—22~/xijxik} {2(/7,, — % )} (3.87)

(Bhattacharyya tavolsag, vo. Mardia et al. 1979, 3.11 abra), és ezt atlagolta a 16kuszok szerint.
Weir (1990) ugy véli, hogy ezek kizarolag geometriai mértékszamok, mindennemt genetikai
jelentés nélkiil. A gond azonban az, hogy ® és a Nei-féle genetikus azonossagban szerepld o
nem azonos (3.11 abra), s ugy tiinik, hogy az utébbinak van még geometriailag is konnyebben
érthetd jelentése. A @ szog alkalmazasa mellett Tothmérész (1986) értelmezésében az szol,
hogy cos ® — a végso szakasztol eltekintve — kozelitdleg linearisan csdkken az allélgyako-
risagok kozotti eltérés novekedésével, mig ez nem all fenn a cos ¢ -ra (3.10a abra). Swofford
& Olsen (1990) hatarozottan a Cavalli-Sforza-féle mértékek mellett 4ll, s genetikai inter-
pretaciot is ad. Eszerint a sodrodasi szituaciot a 3.86 fliggvény jol magyarazza, mivel a tavol-
sag értéke fliggetlen a kezdeti géngyakorisagoktdl. Mardia et al. (1979: 379) mutatja be egy
l6kuszra, hogy Weirrel szemben Swofford & Olsennek lehet igaza, hiszen a Balakrishnan -
Shangvi tavolsag és a Bhattacharyya tavolsag kozott egyszerli matematikai osszefliggés all
fenn.

A niche-dtfedés méroszamai. Fajok okologiai nichének mérése €s a niche-atfedés szamolasa
alkalmas kiinduldpontot jelenthet a fajok kozotti kapcsolatok tobbvaltozos elemzésére. A
niche-dtfedés mér6szamai ugyanis tavolsag- v. hasonlésagi fiiggvénynek is felfoghatok, s
talan mar nem is kell mondanunk, hogy mashonnan mar ismer6s fiiggvények a “niche zsar-
gonban” akar kiilon néven is szerepelhetnek. Ilyen példaul a Schoener (1970) index, amely a
fajokra alkalmazott Renkonen indexnek felel meg (standardizalas tehat az egyes fajok egyed-
szamosszege szerint!) Megemlithetd még a Horn formula is (Horn 1966), amely infor-
macidelméleti megfontolasokon alapszik. Legyen most # a mintavételi helyek szama, és ezek
az adatmatrix soraiban szerepeljenek. A j oszlopvektort a j faj gyakorisag-eloszlasaként fog-
hatjuk fel, s a faj niche-szélességét a Shannon-féle entropiaval fejezhetjiik ki:

- (3.88)
2 2 xh] 2 hj

A j és k fajok teljes atfedesben vannak, ha a két oszlopvektor dsszeadasaval a fenti entropia

nem valtozik. Az egyesitett vektorokra ez a minimalis érték, melyet H ;. jelol. A két faj a

lﬁheto legnagyobb mértékben kiilénbozik, azaz az atfedés 0, ha sohasem fordulnak el egyiitt.

Ek’kor az egyesitett oszlopvektorokra szamitott entrdpia legyen H max - Minden aktualis érték,

H obs » © két sz8ls6ség kozé esik. Az alabbiak szerint standardizalva:

H H

HNﬁzﬁﬁﬂjﬁﬂi (3.89)

a fuggvény a 0 értéket veszi fel teljes kiillonbozoség, 1-et pedig teljes egyezés esetén. A
szdmolasra aJkalmas formula a kovetkez0d:

2(x1]+x,k log(x +Xj) Zx,]logxl] leklogx,k

H]ij_ i=1 i=1 i=1 (3.90)
(x +x1k)log(x +x5)— x‘jlogx_]-—x.klogx.k
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ahol x; és x x aj és k oszlopok Osszegét jeloli. Mas interpretdcioval a formula mintavételi he-
lyek k6z6tt hasonldsagi indexként is alkalmazhato.

Alakbeli hasonlosdg és tavolsdg. Penrose (1954) szerint az euklidészi tavolsag két 6sszetevore
bonthato fel, az egyik rész tisztan a “méretbeli” kiilonbségeknek tudhaté be, a masik pedig az
“alakbeli” eltérések eredménye:

d’ =(n—1)SHAPE’, + nNSIZE, (3.91)

Ha két objektum 6sszehasonlitasaban a méretbeli kiilonbségeket nem akarjuk figyelembe
venni, csak az alakbeli egyezés az érdekes, akkor a Penrose javasolta formula alkalmazhat6:

2
1 n ) 1 n
SHAPE , = —— X —X,) —— X. —X. (3.92)
P n(n—l)[g*(” ”‘)}

Ez lényegében véve a két osszehasonlitott objektumra az egyes tulajdonsagokban mutatkozo
eltérések varianciaja (négyzetek atlaga — atlag négyzete). Varhatéan akkor nagy az értéke, ha
az eltérések nagysagrendjében ¢€s iranyaban nagy kiilonbségek mutatkoznak a két objektum
kozott. A méretbeli koefficiens:

1/2

2
1 n
SIZE , = n{;(x"f —x,) } (3.93)

viszont akkor lesz nagy, ha a kiilonbségek altalaban egyiranytak.

A Penrose féle SHAPE fuggvénnyel szemben a korrelacié (3.70) az alakbeli hasonldsag
kifejezésére jobban hasznalhatd (Rohlf & Sokal 1965). A fokomponens analizis specialis val-
tozatai pedig (vo. 7.6 alfejezet) még arnyaltabb elemzési lehet6séget nytjtanak a modern mor-
fometriaban, igy a Penrose koefficienseknek ma mar kisebb a jelentosége.

Altaldnositott tavolsdg. Ha az euklidészi tavolsagot alkalmazzuk, akkor az egyméssal kor-
relald valtozok hatasat valdjaban tilhangsulyozzuk. A bels6 stlyozas egy specialis esetérol
beszélhetiink, amellyel gyakorlatilag mindig taldlkozhatunk, hiszen a bioldgiai valtozok
rendszerint korrelalnak egymassal. Az alabbi kis adatmatrix illusztralja a bels6 sulyozas
hatésat:

1. valtozé 5,1 6,2 7,1 8,0
2.véltozé 4,0 50 6,2 73
3.valtozo 3,0 2,0 9,0 6,0

Az els6 két valtozo kozott erds pozitiv korrelacié van, s lehetséges, hogy ezek voltaképpen
egy harmadik, nem vizsgalt hattérvaltozd hatdsat tikrozik. Mindkett6t figyelembe véve
megnoveljiik a hattérvaltozo jelentdségét a 3. valtozohoz képest. Ez nemkivanatos /ehet az

s

talanositott tavolsdg (“generalized distance”) alkalmazasaval kikiiszobolhetjiik:

R (3.94)
GENDjk = 2 2 Wy, (xhj — Xy )(xij -X;)

h=1 i=1
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vagy matrixalgebrai felirasban

(3.95)

GEND;, = (x; —x,)W™'(x;-x,)

i
ahol x; és xx aj és k objektumoknak megfelelé oszlopvektorok, W' az n véltozé variancia-
kovariancia matrixanak az inverze (C fiiggelék), wp; annak egy eleme. A Mahalanobis tavol-
sag a valtozok szdrasat egységnyire standardizalja. Emiatt, ha az eredeti valtozok teljesen
korrelalatlanok, akkor 3.95 eredménye megegyezik a standardizalt adatokbdl szamitott euk-
lidészi tavolsag négyzetével. Az altalanositott tdvolsagok matrixa metrikus informaciot tartal-
maz standardizalt és egymasra merdleges tengelyekre. Egy ilyen matrixbol végrehajtott
fokoordinata-elemzés (lasd 7.4.1 rész) tehat teljesen egyforman “fontos” tengelyeket hoz 1étre
(azaz a variancia aranyosan oszlik meg a tengelyek kozott).

A Mahalanobis tavolsag valtozokat “kiegyenlitd” hatasa a 3.12a-b 4bra alapjan érzékel-
hetd. A négy pont euklidészi ill. Mahalanobis tavolsagai a kovetkezd félmatrixokba foglalha-

tok ossze:
0 0
2,23 0 illetve 1,73 0
2,23 1,41 0 1,73 2,45 0
4,24 2,23 2,23 0 2,45 1,73 1,73 0

A Mahalanobis tavolsag a pontok elrendezddésébol a valtozas két f6 “iranyara” érzékeny (az
1-4 és a 2-3 pontok elhelyezkedése szerint), s ezeket azonos fontossagunak tekinti. Kovet-
kezésképpen a di4 és dh3 tavolsagok azonosak lesznek (3.12b dbra). Ezekrél a f6 iranyokrol
joval tobbet fogunk latni a 7. fejezetben.

a b

£

3.12 abra. Pontok euklidészi tavolsagai derékszogii koordinata rendszerben (a), altalanositott tavol-
sagai egy onkényes, derékszogl koordinata rendszerben (b) és euklidészi tavolsagai egy ferdeszogii
koordindta rendszerben (¢). COR12 = 0,8, a tengelyek kozotti szog tehat arc cos 0,8 = 36,8°. A szag-
gatott vonal a 4. pont helyének meghatarozasat segiti a ferdeszogt koordinata rendszerben.
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Az altalanositott tdvolsagot objektumok csoportjai (pl. populéciok) kozotti tavolsag méré-
sére is alkalmazhatjuk (ez valdjaban a tradicionalis felhasznalasi teriilet). Ekkor a kovetkezo
formulédval dolgozunk:

, _— (3.96)
GEND;, =(x; -x, )W (X, —X;)

ahol ;J és Xg a J és k csoport atlagvektorai (azaz: az egyes valtozok atlagai oszlopvektorban
Osszesitve), ¢s w! pedig a W egyesitett variancia-kovariancia matrix inverze (az 6sszes
csoportra, az adatokat 9sszevonva kell ezt kiszamitanunk). A tavolsagnak csak akkor van ér-
telme, ha a csoportonként szamithato kovarianciak azonosak (helyesebben: ugyanazon k6zos
kovariancianak a becslései) és a valtozok tobbvaltozos normalis eloszlastiak. Sneath & Sokal
(1973) véleménye szerint azonban a tavolsag nem tul érzékeny e feltételek megsértésére
(“robusztussag”). Megjegyzendo, hogy az altalanositott tavolsag kiszamitasa csak akkor le-
hetséges, ha az objektumok szama nem kisebb a valtozok szamanal. Ellenkezd esetben a W
matrix szingularis (C fiiggelék) és nem invertalhatd. Ugyancsak ez a helyzet, ha barmely két
valtozd kozott —1 vagy 1 a korrelacio értéke, illetve ha valamelyik valtozé varianciaja 0.

Tavolsag nem derékszogii koordinata-rendszerekben. Mindeddig nem mondtuk ki, annyira
egyértelmi volt, hogy adatainkat egy olyan koordinatarendszer segitségével abrazoljuk, ahol
a tengelyek kozotti szog mindig 90°. A derékszogii koordinatarendszerbdl attérve egy ferde-
szOglibe, ahol a tengelyek kozotti szogek cosinusa a korrelacionak felel meg, a pontok kozotti
tavolsagban a valtozok kozotti kapcsolatoknak is szerep jut. A tavolsdgformula a kovetkezo:

1/2

n n=1 n
OBLj = Z(th —x) 42 Z(xhj = Xy ) (% = %) CORy,; (3.97)
h=1 h=1 i=h+1

ahol CORp; a h és i valtozok 3.70 szerint szamitott korrelacioja (Orloci 1978: 49). A fiiggvény
Osszetevdi a négyzetes euklidészi tavolsag és egy korrekcids masodik tag. Ez utdbbi értéke
pozitiv, ha aj és k objektum “megfelel” a valtozok kozotti korrelacioknak (mint pl. az 1. és 4.
pont a 3.12a abran). Ekkor az uj tavolsagérték nagyobb lesz, mint a derékszogli koordinata-
rendszerben mért euklidészi tdvolsadg. Ha a két objektum relativ helyzete “ellentmond” a val-
tozok korrelacioinak (2. és 3. pontok, 3.12a és ¢ abra) akkor a korrekcios tag negativ, és az 1ij
tavolsagérték az euklidészinél kisebb lesz. Ferdeszogi koordinata rendszerbe attérve tehat a kor-
relald valtozok hatasa — az objektumpartol fliggden — vagy kidomborodik vagy pedig elenyészik.

Osszegezve, a Mahalanobis tavolsaggal ellentétben a ferdeszogli koordinata rendszerben

mért tavolsag a két eredeti valtozo korrelacioja alapjan kimutathat6 {6 iranyt emeli ki, s az erre
mer6leges hatdst negliglja. A 3.12¢ abran a pontok tavolsagmatrixa a kovetkezo:

0
2,92 0
2,92 0,64 0
5,69 2,92 2,92 0

Specidlis mértékek. Az arany- vagy intervallum-skalan mért valtozokra alkalmas mérészamok
kozott tobb olyan is akad, amelyek sehogyan sem oszthatok be logikusan az el6z6ekben tar-
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3.13 abra. A Calhoun tavolsag megallapitasa két valtozora. a: az 1. és 2. pontra, b: a 7. és 9. pontra.

gyalt csoportok egyikébe sem. Ilyen mértékszam az objektumok topologiai viszonyaira, re-
lativ elhelyezkedésére érzékeny Calhoun tdavolsdg (Bartels et al. 1970). A tavolsag alapja az,
hogy két adott pont kdzott a sokdimenzids térben hany tovabbi pont helyezkedik el (azaz a
3.94 ¢s 3.97 tavolsagokhoz hasonloan, st annal kozvetlenebbiil, a tobbi pont is befolyasolja
két pont tavolsagat). A Calhoun mértékszdm kiszamitasat a 3.13 abra illusztralja az alabbi
adatok segitségével :

1. valtozo 251236777
2. valtozo 251643276

Adott objektumpart kivalasztva minden egyes valtozdra egy intervallum hatarozhaté meg,
ezen intervallumok a sokdimenzids térben egy hiperfeliiletet jeldlnek ki. Az 1. és 2. pontra a
fenti példaban a 3.13a abra nem arnyalt részeir6él van szo.

A Calhoun tavolsag kiszamitasahoz a kovetkezdket kell figyelembe venni:

n1 = azon pontok szama, amelyek a két pont altal meghatarozott hipersik belsejébe esnek (5. és
6. pontok a 3.13a abran);

n2 = a hipersik peremére esé pontok szama, ezek legalabb egy véltozoban megegyeznek a j
vagy a k objektummal (a 4. és 7. pontok, 3.13a dbra);

n3 = azon pontok szdma, amelyek legalabb egy valtozoban mindkét ponttal megegyeznek ¢és a
hipersikon kiviil esnek (a 3.12a dbran ilyen pont nem lathatd; ha azonban a 7. és 9. pontok
kozotti Calhoun tavolsagot keressiik, akkor a 8. pont ilyen pozicioban van, 3.13b abra).

Ezek utan a keresett tavolsag:
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CALjk = wini + wana + win3 (3.98)

amelyben wi, w2 és w3 onkényesen megadott sulyok (Bartels et al. eredeti javaslata szerint
értékiik 6, 3 ill. 2). Orléci (1978) szerint logikus lenne a CALj = ny definicié (ekkor
wa=w3=0), hiszen csak n1 pont esik ténylegesen a j ¢s k pont kozé s igy elkeriilhetjiik az 6n-
kényes stlyozast is. A Calhoun tavolsag nem metrika (pl. két pont tdvolsaga 0O lehet akkor is
ha nem esnek egybe), ennek ellenére érdemes megprobalkozni vele, mert skalabeli eltérésekre
nem érzékeny.

Goodall (1964, 1966) javasolta a valosziniiségi hasonlosagot (“probabilistic similarity in-
dex”), amely két objektum hasonlésagat a t6bbi hasonldsag fliggvényeként definialja. A
paronkénti hasonlosagot tehat az egész minta befolyasolja, s ebben emlékeztet a 3.94, 3.97 és
3.98 fiiggvényekre. Az alapkoncepcid azonban Iényegesen eltér az el6zdektdl, mint az alabbi
szamitasmenet is mutatja.

1. Legyen djjk = | xjj — xik |, azaz a j és k objektum Manhattan tavolsdga az i véltozo6 szerint.
Az m elemli mintdban nyilvan m(m—1)/2 ilyen érték van minden egyes valtozora. Rendezziik
nagysag szerinti sorba a djjx értékeket.

2. Az i véltozora definialjuk a j és £ objektumok kiilonbozdségét aszerint, hogy milyen arany-
ban szerepelnek a dj jx-nal kisebb vagy azzal megegyez6 értékek a mintdban. Azaz, legyen

D, _Fld=dy (3.99)
S mim=1)/2 ’

Minél nagyobb ez az érték, annal nagyobb eltérés mutatkozik a két objektum kozott a minta
egészéhez viszonyitva. pijx annak a valdszintisége, hogy az adott objektumparra az i valtozd
értékei legfeljebb dijx mértékben térnének el, ha xj-t és xi-t véletlen modon valasztanank ki az
Osszes (m) érték kozul. A valdsziniiség tehat forditott aranyban van a hasonldsaggal.

3. Miutén p; ji értékét minden valtozora kiszamitottuk, alitsuk el6 a kovetkezo szorzatot:
9 jx :Hpi,jk (3.100)
i=1

4. Most egy masik sorbarendezés kovetkezik: az m(m—1)/2 darab g értéket rangsoroljuk. A j s
k objektumok hasonlosagat a gjx-ndl nagyobb értékek aranya adja meg:

Gp, = 4> 4x (3.101)
o om(m=1)/2

Ez annak az eseménynek a valdsziniisége, hogy a j és k objektum legalabb olyan hasonld
egymashoz, mint az adott esetben, hogyha a valtozok értékeit teljesen véletlenszerlien
valasztanank ki a mintagsszletbol.

A Goodall-féle index — nem vitathato — 6tletes kifejezése a mintan beliili relativ hason-
losagoknak. Ez ugyanakkor hatranynak is bizonyulhat, mert a hasonlésagok csak az adott min-
tara érvényesek: egyetlen egy Uj objektum vagy valtozo hozzaadasa teljesen felborithatja a
hasonldsagi strukturat. Bar a sorbarendezésnél elvész a metrikus informacid, a 3.101 index
mégis hasznos lehet a bioldgiai osztalyozasokban. Kiemelendd a mérési skalatol valo fiig-
getlensége. A 3.99 fuggvény megfeleld atalakitassal kiterjeszthetd pl. a nominalis és ordindlis
valtozokra is.
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Ha a valtozokat teljesen fuggetlennek tekinthetjiik, akkor nem csupan formalis hasonlosag
szamolhato. Fisher (1963) megmutatta, hogy az alabbi mennyiség

X*=-InY Inp,, (3.102)
i=1

xz closzlast kovet 2n szabadsagfok mellett. Minél nagyobb 3.102 értéke, annal nagyobb a ha-
sonlosag a két objektum kozott.

A fenti index egyik kiterjesztése az affinitdsi index (Goodall 1968), amely egy objektum “von-
zodasat” méri egy csoporthoz, figyelembe véve a csoporthoz nem tartozo osszes egyéb objek-
tumhoz val6 hasonldsagat is. Ennek alapjan eldonthetd, hogy ezt az objektumot beosszuk-¢ a
csoportba. A deviancia index (Goodall 1966) viszont ellentétesen jar el: kifejezi, hogy az ob-
jektumok mennyire térnek el attdl a populaciotol, amelybe beosztottuk dket.

3.6 Koefficiensek kevert adattipusokra

A tobbféle valtozotipust tartalmazo adathalmazra nem hasznalhato egyik eddig emlitett tavol-
sag- és hasonldsagfiiggvény sem. Ez a probléma ugyan a valtozok atalakitdsaval megoldhato
lenne, de ez részben informacid-veszteséggel jar vagy pedig valamilyen kiilsé informacio
figyelembe vételével lehetséges csupan. Ha adatainkat eredeti forméaban szeretnénk hagyni (s
ez a gyakoribb eset), akkor a megoldast a kevert adattipusra kidolgozott specialis formulak
jelentik. Legismertebb koziilik a Gower (1971b) index, amelynek tovabbi elénye, hogy hi-
anyzd adatokat is megenged. A képlet a kovetkezo:

zwkjsk/
GOWy. = ——
Y w; (3.103)

i=1

ahol wjjx= 0 ha aj és k objektumok 6sszehasonlitidsa nem lehetséges az i valtozdra, mivel az xjj
vagy xik értéke ismeretlen. Ezen kiviil
a) binaris valtozokra:
wijk =1 és sijk = 0 ha xjj # xik
wijk = sijk= 1 ha xj = xik = 1 vagy ha xj; = xjt = 0 és a dupla nullakat (k6z6s
abszenciakat) figyelembe vesszik;
wijk = Sijk = 0 ha xj; = xix = 0 és a dupla nulldkat kizarjuk az 6sszehasonlitasbol;

b) nominalis valtozokra:

wijk = 1 ha xjj és xjk ismert; ekkor
sijk = 0 ha xj; # xik
sik=1haxjy = xik

¢) intervallum és aranyskalan mért valtozokra:

wijk= 1 ha x;jj és xir ismertek; s ekkor sjjk =1 — { | xjj — xik | / (az i valtozd terjedelme)}.
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A Gower index sem tudja azonban kezelni az ordinalis tipusu valtozokat. Komplementje
kiilonbozoségi indexként johet szamitasba. Megjegyzendd, hogy a binaris esetre, ha a dupla
nullakat figyelembe vessziik, a Gower index az egyezési koefficienssel (3.6), ha pedig mell6z-
ziik, akkor a Jaccard indexszel (3.24) azonos. Nominalis valtozokra a 3.33 indexnek felel meg,
intervallum és aranyskala esetén pedig a valtozok terjedelmével torténd standardizalas alapjan
szamitott Manhattan tavolsaggal (3.48) aranyos.

A fenti koefficiens egyik alternativaja a kovetkezd tavolsagformula (Podani 1980):

SN2
n x[__xl' -
DM =[2wk{ U *} ] (3.104)
i=1

i j

ahol wjjx = 0 ha a j és k objektumok 0sszehasonlitdsa az i véltozora hidnyz6 adatok miatt nem
lehetséges, egyébként wijx = 1;

a) bindris valtozokra:
qijke=1.
b) nominalis valtozokra:

qijk = xij — ik haxj #xik
gik =1 haxy = xik

¢) intervallum és aranyskalan mért valtozokra:
qijk=max ( xip ) —min (xip ) 3 h=1,..., m.

3.7 Tavolsagok altalanositasa ketténél tobb objektumra
(heterogenitasi mértékszamok)

Szamos klasszifikacios eljaras nem az objektumok kozott paronként értelmezett tavolsagok
alapjan szamol, hanem két v. tobb objektum alkotta objektumhalmaz valamilyen bels6 tulaj-
donsagat fejezi ki. Ezekre a bels6 sajatsagokra —jobb szo hijan — heterogenitds néven utalunk
(ennek komplementje lesz a homogenitas). Objektumok csoportjainak heterogenitasat részben
a szokvanyos statisztika mérészamaival, részben pedig informacidelméleti fiiggvényekkel fe-
jezhetjiik ki.

A legismertebb heterogenitasi mértékszam az objektumhalmazra vonatkozd eltérésnégy-
zet-0sszeg (“sum of squares”):

SSO4= 2,2 (%, —X,)’ (3.105)

i=l jeA

ahol Xx;, azivaltozo atlaga az 4 objektumhalmazban. A 3.105 képlet az 4-n beliili objektumok
kozott mért paronkénti euklidészi tavolsagok segitségével is kifejezhetd:

SSQ = A (3.106)
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ahol m4 az A-ban lev6 objektumok szama. Ennek alapjan két objektumra az eltérésnégyzet-
Osszeg a kozottiik értelmezett euklidészi tavolsag négyzetének a fele:

SSQjk=d /2 (3.107)

Az eltérésnégyzet-Gsszeget az objektumok szamaval elosztva a variancidt kapjuk:

2 Z (=X’
VAR4s = SSQ4/myg = =l jeA (3.108)
m,

amelyet a kovetkezoképpen is felirhatunk:
2245

VAR4= =L k=1 (3.109)
2m;

Két objektumra pedig a variancia a kovetkezo

VARjk:dzjk/4 (3.110)
Az objektumok kozotti tavolsagok vagy kiilonbozéségek, (DISjk), dtlagaval is kifejezhetd
a heterogenitas:

ma—=1my,

Y Y\ pis;

=1 k=1 )
AVGy= - , ke A (3.111)

(my —my) /2 !

Ennek eldnye, hogy barmilyen tavolsagfiiggvényre alkalmazhaté nem-euklidészi térben is,
mig az eltérésnégyzet-Gsszeg és a variancia az euklidészi tavolsagkoncepciohoz kapcsolodik.

Ha egy m4 objektum alkotta 4 halmazt » nominalis valtozé ir le, ahol az i valtozé allapo-
tainak a szama p;, akkor az objektumhalmaz heterogenitasa a sulyozott entropiadsszeggel is
kifejezhet6:

nPpi
Hy= nmAlogmA—Zthilogfhi (3.112)
i=1 h=1

ahol fji az i valtozo h allapotanak a gyakorisaga az 4 halmazban. A 3.112 fiiggvény voltakép-
pen az objektumok rendezetlenségének a mértékszama. Minimalis a rendezetlenség, ha az ob-
jektumok minden egyes valtozéra nézve teljesen egyontetiieck, s maximalis, ha minden egyes
valtozéra és annak minden 4 allapotara fiy = m4 / pi. A p=2 esetre és két objektumra a fenti
formula a 2x2-es kontingenciatabla jeloléseivel is felirhato:

H=2 (b+c)log 2 (3.113)
amely tovabb egyszerlisddik a 2-es alapu logaritmus alkalmazasaval:

H=2(b+c) (3.114)
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Az A objektumhalmaz jellemzésére alkalmas masik informacidelméleti mérészamot a val-
tozok kozotti kolesonds informdcio jelenti. Alacsony érték a valtozok kozotti egyezésre utal,
kovetkezésképpen az objektumok kozotti hasonldésagok nagyok. Bindris adatokra felirva a
kolcsonos informacio a kovetkezd:

n [
L= (n—=1)mylogm 4 — 2 filog fi—(m— f)log(m— fi)+ Efg log f, | (3.115)
i=1 g=1
ahol f; az i valtozo eléfordulasainak a szama az A csoportban, fg pedig a g valtozd-kombinacid
gyakorisaga az 4 csoportban. A lehetséges valtozé-kombiniciok szdma o = 2". Két objek-
tumra az alabbi kifejezést kapjuk:

I=2(b+c—-1)log2 ha b+c > 0; (3.116)
illetve
=0 ha b+c= 0. (3.117)

Megjegyzendd, hogy a 3.115 mérészam kiemelt fontossagli a sokfaju pontmintazatok
elemzésében (Juhasz-Nagy 1976).

3.8 Irodalmi attekintés

Eles ellentétben a mintavételezést és az adatatalakitast targyalod szlikés szakirodalommal, a
tavolsagfiiggvényekrél kdnyvtarnyi terjedelmd anyag all rendelkezésiinkre. Az adott problé-
mahoz leginkabb ill6 fliggvény kivalasztasa szamos kényvfejezet és nagyon sok cikk targya.
Emellett szinte hetente “fedeznek fel” Uj, specialis igényeket kielégitdé formulakat is. Az alabbi
Osszesitésben emiatt csak a legfontosabb, a témat egy-egy szempontbol részletesen attekinté
forrasokat emlitjik.

A névényokologiaban hasznalatos figgvényekrdl a legteljesebb &sszeallitast Goodall
(1973a) és Orloci (1978) adja. Pielou (1984) és Greig-Smith (1983:194-195) mar inkabb csak
néhany fontosabb fliggvényre 6sszpontosit, de azokat alaposabban megvizsgalja. Legendre
& Legendre (1983:170-215) sok fliiggvényt sorol ugyan fel, de néhany megallapitasukkal nehéz
egyetérteni. Mindenutt belelitkézhetiink az R és Q méd megkuldnbdztetésébe (azaz fajok, ill.
mintavételi helyek az objektumok). A prezencia/abszencia koefficiensekrél az elsé értékeld
Osszesitést, paleontoldgiai szempontb6l, Cheetham & Hazel (1969) kozélte. Kenkel & Booth
(1987) viszont a prezencia/abszencia koefficiensek biogeografiai alkalmazhatésagat vizsgalta
meg. Megjegyzendd, hogy a Baroni-Urbani- Buser féle index mellett érvelnek, bar az Ochiai
és a Jaccard egyutthatékat is elfogadhaténak talaljak. Lamont & Grant (1979) és Hajdu (1981)
szamos egyutthatot hasonlitott 6ssze, megvizsgalva, hogy miképpen valtozik az értékuk kulon-
bdz6 szituaciokban. Grafikus értékelési méodszerik adta az odtletet az itt hasznalt szem-
|éltetéshez is. Ezt a mddszert vette at Shi (1993) is nem kevesebb, mint 39 kilonb&zé
prezencia/abszencia koefficiens vizsgalataban. Tovabbi 6sszehasonlito értékeléseket talalunk
Campbell (1978), Janson & Vegelius (1981), Hubalek (1982), Wolda (1981), Jackson et al.
(1989) és — legujabban — Batagelj & Bren (1995) cikkeiben. Taxondmusok szamara Sneath &
Sokal (1973) monografidjaban talalhaté a mindmaig legjobb értékelés, bar ezt a kényvet
nemcsak rendszertanosoknak ajanljuk. Egyik nagy értéke a kényvnek a csaknem teljes biblio-
grafia a numerikus taxonémia kezdeti korszakabdl. A mikrobiologusok figyelmét Austin & Col-
well (1977) prezencia/abszencia koefficienseket értékel6 cikkére hivjuk fel.
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A matematika eszkdztarat is figyelembe véve Anderberg (1973) Uttérd kdnyve ma is nagy
haszonnal forgathat6. Az egyes fliggvények euklidészi és metrikus sajatsagait Gower & Le-
gendre (1986) vizsgalta meg részletesen. Az informaciéelméleti mddszerek legrészletesebb

Szolnunk kell a specialis teruletekrdl is. Szekvenciak 6sszevetésében pl. ma mar nemcsak
a kényviinkben emlitett moédszerek jdhetnek szamitasba (lasd pl. a Miyamoto & Cracraft [1991]
szerkesztette kotetet). A niche-atfedés mérészamairdl Abrams (1980), Hurlbert (1982) and
Ganis (1991) nyuijt tovabbi informacioét. Az alakbeli hasonlésagot, mint emlitettiik, mar nemigen
szoktak objektumok tavolsagaival definialni. A biolégiai formak értékelésében az utébbi tiz év-
ben jelentds fejleményeknek lehettiink tanui. Eme Uj, geometriai morfometria eredményeirdl
még olvashatunk a 7.6 alfejezetben.

Aki fellapozza a fent emlitett miivek akar egy részét is, megallapithatja: meglehetdsen in-
govanyos teriletre tévedt. Szinte alig akad olyan fliggvény, amelyet egyforman itélne meg a
szakirodalom. Killénb6z8 célok, kilénbdzé objektumok, méas és mas szempontok keverednek
idénként nagy dsszevisszasagban. Kénnyen lehet az is, hogy egy-egy fuggvényt teljesen el-
lentétesen itélnek meg, mint pl. a hurtavolsagot, amelyet Kenkel & Orléci (1986) kifejezetten
elébnydsnek tekint 6kologiai ordinaciokban, mig Faith et al. (1987) 6kolégiailag irrelevansnak
vél. Nagy sziikség lenne tehat egy modern, attekinthetd, a témat alaposan feltaré elemzésre,
de ez még varat magéara. Ugyancsak sok ellentmondasra, sét hibakra bukkanhatunk a fiigg-
vények metrikus, ill. euklidészi tulajdonsagait illetéen. A Russell - Rao indexet példaul tébb cikk
is a metrikus formulak k6ézé sorolja, bar ennek komplementje nyilvan nem metrika, hiszen egy
objektum 6énmagatdl vett tavolsaga csak akkor 0, ha d=0. Azaz az elsé metrikus axibma nem
teljesal!

3.8.1 Szamitégépes programok

A nagy, kommercialis programcsomagok altaldban kevés szamu, de altaldnosan ismert, és
a legtdbb probléma megoldasaban alkalmazhaté fuggvényt tartalmaznak. Ezzel szemben
szamos, kevésbé elterjedt program ismeretes, amelyek sokkal szélesebb valasztékot nyuj-
tanak (3.5 tablazat), “feleslegesen megnehezitve” — mondhatnank ironikusan — a felhasznald
dolgat. Ezeket tehat akkor ajanlhatjuk, ha a specialisabb fliggvényeket szeretnénk alkalmazni
elsésorban.

A tablazatban nem jutott hely minden emlitésre érdemes programnak. Szekvenciak elem-
zésére példaul szamos programcsomag készilt, kozilik csak néhanyat emelhetiink ki. Nuk-
leinsav bazissorrendek illesztésére, és a Jukes - Cantor tavolsag szamitasara alkalmas pl. a
University of Wisconsin Genetics Computer Group (Devereux et al. 1984) programcsomagja.
nukleinsav szekvenciak k6z6tti tavolsagok szamitasara és ezek tovabbi elemzésére fejlesztett
ki a téma elismert szakértdje, Nei (1991) egy programcsomagot.

Goodall valoszinliségi indexe és sok rokon jellegli figgvény szerepel a Goodall et al.
(1991) kidolgozta programokban. A Calhoun tavolsag kiszamitasara Orloci (1978) k6zol egy
BASIC nyelv(i programlistat sok mas, jol hasznalhaté programmal egyetemben. Ludwig &
Reynolds (1988) ugyancsak BASIC nyelvii programcsomagja is tartalmazza az ismertebb ha-
sonlosagi és tavolsagfiiggvényeket. Informacioelméleti mértékszamokra Feoli et al. (1984)
kényvében talalunk FORTRAN nyelvi programokat.

Sok — a kotetben is szereplé — formula nem talalhaté meg a tablazatban, és nincs tudo-
masunk olyan programcsomagokrol sem, amelyek tartalmaznak ezeket (pl. Gleason, Ellen-
berg fliggvények, stb.). Ha ezekre van szikségiink, célszerl egy sajat programot késziteni, pl.
BASIC nyelven, majd az igy kiszadmitott tavolsagméatrix mar beolvashatd lesz tovabbi
elemzésekre, pl. a SYN-TAX és a NuCoSA (Téthmérész 1994) esetében.
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3.5 tablazat. Hasonldsagi és tavolsagfiiggvények kiilonb6z6 programcsomagokban. A tablazatban
nem szerepel olyan fliggvény, amelyet a jelen kotet nem targyal.

BMDP 7 Statistica NT-SYS SYN-TAX NuCoSA

egyezési koefficiens + + +
Rogers - Tanimoto +
Anderberg 1

Anderberg 11 +
PHI +
Yule IT

Baroni-Urbani - Buser 1
Baroni-Urbani - Buser I1
Russell - Rao
Kulczynski (p/a)
Jaccard

Sorensen/Dice

Ochiai

Fager

Spearman Rho

Kendall Tau

Jukes - Cantor
euklidészi tavolsag + + + + +
Manhattan-metrika
Minkowski altalanos formula + +

atlagos tavolsag +
atlagos karaktereltérés +
Canberra-metrika +
normalt Canberra-metrika

hurtavolsag

szogeltérés + +
geodéziai tavolsag

Pinkham - Pearson +
Bray-Curtis/szazalé¢kos kiil. + +

Marczewski-Steinhaus/Ruzicka

Kulezynski

khi® tavolsag + + +
keresztszorzat

kovariancia + +
korrelacio + +
hasonlosagi hanyados

Kendall/Renkonen

Rogers

Prevosti

Nei

Balakrishnan - Shangvi

Cavalli-Sforza - Edwards

Horn

Penrose size

Penrose shape

altalanositott tavolsag

tavolsag ferdeszoge koord. rend. +
Gower kevert adatokra
Tavolsag kevert adatokra

oy

+ o+ + o+
+ + o+ o+ + o+ + +
I T T T
+ 4+ttt

&t
4
o

+ o+ o+ o+ o+

+
+ o+ o+ o+

+ o+ o+ o+ o+
+

+ +
+ o+ o+ o+

+ +
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3.9 Kérdezz — valaszolok!

K: Meg kell hagyni, jol elarasztottal ezekkel a kiilonféle koefficiensekkel. Teljesen megfajdult
a fejem, mire végigolvastam ezt a fejezetet, és a sok-sok név bizonnyal éjszaka sem hagy majd
nyugton.

V: El kell ismernem, hogy egy elég farasztd, bar igen fontos részen vagy til, — de ezt nem
lehetett megkertilni. A mddszertani sokféleséget bizonyara sikeresen érzékeltettem. Egyéb-
ként nem véletlen, hogy a most bemutatott fiiggvények jelentds részét biologusok vagy bio-
logiai problémakkal szembenézé statisztikusok “agyaltak ki”. S ha tudnad, hogy még milyen
sok van, amelyre itt mar nem jutott hely!? A hasonlésag- és tavolsagfiiggvények legnagyobb
¢s legattekinthetetlenebb irodalma talan éppen a bioldgiaval kapcsolatos.

K: Mar az elejétdl zavart egy kissé, hogy hol tavolsdgrol, hol kiilonbozéségrdl, hol pedig ha-
sonlosagrol beszéltél. Bar tudom, hogy mi kozottiik az eltérés, azért jo lenne ha ezekre a fiig-
gvényekre valamilyen gyiijtonévvel egyiittesen utalhatndank.

V: Egyetértek: sok esetben nem volt konnyli az egyértelmii fogalmazas, és néha a termi-
nologidba is belebonyolodtam. Egyébként létezik ilyen gytjtéfogalom, a “resemblance”,
amelyet —ha jol tudom — Orléci (1972, 1978) hasznalt eldszor ezzel a céllal. Bar a resemblance
sz6 eredeti jelentése leginkabb a hasonlosdg, altalanos gytijtonévként is jol meghonosodott a
szakirodalomban. A “komparativ fiiggvény” elnevezés (Podani 1980) is alkalmazhato, bar ed-
dig nem is hasznaltam. Ha valakinek jobb 6tlete adodna, azt szivesen vennénk.

K: Ha mdr olyan jol eldrasztottal benniinket a komparativ vagy nem is tudom mi néven
nevezendo fiiggvényekkel, akkor legalabb adnal némi utmutatot, hogy mikor melyiket lehet
alkalmazni! A szovegbdl, a tablazatokbdl és a rajzok alapjan elég nehéz eldonteni, mikor mit
hasznaljak!

V: Egyértelmii valaszt, hogy ekkor és ekkor marpedig csak ez és csak ez a fliggvény johet
szamitasba én nem adhatok, s tartok téle: ilyen tandcsot senkit6l sem fogsz kapni. A fliggvényt
magadnak kell kivalasztanod, s ehhez bizony meg kell értened az egyes fliggvények jelentését,
s latnod kell, hogy bizonyos esetekben ezek miként viselkednek. Egy nagyon altalanos itmu-
tatot persze Ossze tudok allitani, Legendre & Legendre (1983) és Gower & Legendre (1986)
utan “szabadon”, hiszen csak az alapoétlet szarmazik tolik. Az eddig leirtak figyelem-
bevételével a kovetkezo “koefficiens-hatdrozokulcsot” adhatom a kezedbe, amely a legtobb
fent emlitett formulat tartalmazza (a specialisakat nem):

1a A valtozok nem egyforma tipusuak, az adatokban nem szerepel

OTdINALIS VAILOZO ...ovvivvievieiieieie et Gower (3.103), tavolsag (3.104)
1b Az 6557€S VAIt0ZO AZONO0S tIPUSTL ..ecvviiiiiiieiieiieiiet ettt ettt ettt et ettt et enteeaeenteeeeenseenaens 2
2a A valtozok nominalis tipustak (binaris esetben is, azaz a kodolds onkényes) ........cccoceeee.e. 3
2b A valtozOK MAS HPUSTUAK ...c.vivieiieiieiieiieit ittt et e ene 7
3a Egyszerii hanyadosok, elsésorban objektumok dsszehasonlitdsara ...........ccccceveveecieeereiennens 4

3b Fiiggetlenséget v. megjosolhatdsagot mérik, elsdsorban valtozok dsszevetésére alkalmasak . 5

4a Az egyezést és a kuilonbozdséget okozd vatozokat
egyforman SULYOZZUK ........ccovivieiiieieieieeeee e egyezési index (3.33)
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4b Az egyezéseket kétszeresen SUIYOZZUK .......ccooveveieieiiiieieniieieeee e Sokal - Sneath I (3.35)
4c¢ A kilonbozdséget kétszeresen SUYOZZUK ......ooveveievieieieieiieiieieee. Rogers - Tanimoto (3.34)
5a Metrika, valtozok fliggetlenségét MEri ..........cceceviviiinieninenenecceeeeeee Cramér (3.37)
5b Nem-metrika, k6lcsonds megjosolhatOSAgot MET ........c.covevieieieiiieiieie e 6
62 Adataink DINATISAK .......cccueiiiieicieiece et Yule I (3.16)
6b A valtozok tobballapotiak .........ccceeeveieieiieiiriesieeieiene Goodman - Kruskal lambda (3.39)
7a A VAIt0ZOK OTAINALISAK ...c.eoviiiiiiiiiiicicie et 8
7b A valtozdkat intervallum vagy aranyskalan mérjiik (binarisak is Iehetnek!) ........ccccceeveuennene. 9

8a Elsdsorban véltozok dsszevetésére, kevés egyezéssel, a nagy eltérések
eroteljes KiemelESEVeEl .......ooviiiiieiiiiieieie s Spearman rho (3.43)

8b Valtozok és objektumok Gsszehasonlitasara is, sok egyezést is megenged,
az eltéréseket egyforman sulyozza ....Kendall tau (3.44-45), Goodman - Kruskal gamma (3.46)

9a Valtozoink binaris tipustiak

9b A vAltoZOK NemM DINATISAK ......oviiiiieiieiieieiiee ettt et
10a A k6z0s abszenciak szama befolyasolja az eredményt ..........ccccoeevieieieiieinieeeeeeeeeeenen 11
10b A kozos abszenciakat (d) egyaltalan nem vessziik figyelembe ........cccocveviveiiiniiiieniennee. 16
11a A k6z0s abszenciak éppen olyan fontosak, mint a k6z6s prezenciak ...........ccoccocvveveneennee. 12
11b A koz6s abszenciak és prezenciak nem egyforman hatnak az eredményre ...........cccceeveeeee. 15
12a Az egyezések és az eltérések Suly0zasa aZon0S .........cocceveveeierienieieieieeeiee et 13
12b Az egyezések ill. eltérések eltérd fontosSAgUak .........ccceveveiieiienieiieieeeec e 14
13a A fiiggvény metrika
....................... egyezési index (3.6), euklidészi tavolsag (3.7), Anderberg I (3.12), PHI (3.15)

13b A fiiggvény nem metrika ........ccooeeveieeieriiniienieee. Yule I, 1T (3.16-17), Anderberg 1I (3.13)
14a Az egyezések duplan szamitanak ...........cccoceeieiiiiniiniiiiiiininieeen Sokal - Sneath I (3.11)
14b Az eltérések szamitanak duplan ..........cccoceveviiiiinineneniceeeeeees Rogers -Tanimoto (3.9)
15a A ko6z0s abszenciak szama (d) csokkenti a hasonldsagot ..........ccceeveveennee Russell - Rao (3.23)
15b A koz6s abszenciak koztes hatasuak .......... Baroni-Urbani - Buser I, II és Faith I, IT (3.19-22)
16a A fliggveény metrika .........ocooveviiniiiiieiine e Jaccard (3.24), Ochiai (3.26)
16b A fliggvény nem teljesiti a

metrikus feltételeket.........ooovvvvinirininnnne. Sorensen (3.25), Kulczynski (3.29), Mounford (3.31)
17a Adott konstans hozz4adésa az értékekhez nem véltoztatja meg az eredményt (intervallum

skalara csak ezek alkalmasak, de természetesen aranyskala esetén is hasznalhatok) ............. 18
17b Adott konstans hozzaadasa minden értékhez befolyasolja az eredményt

(csak aranyskalara jok, intervallum skalara semmiképpen sem ajanlhatok) ..........cccccoceeneee. 21
18a A fiiggvény implicit standardizalast tartalmaz ..........cccceeeeeeeierienieieeeeece e 19
18b Az értékeket nem standardiZaAlJuk ...........ocoeieiiiiiiinie e 20
19a Standardizalés a sor- és az oszlopdsszegek SZerint .........ccoceverereevereennnne khi” tavolsag (3.67)

19b Standardizalas egySEZNYi SZOTASTA .....c.evereeeerieiieeieieeiieie e korrelacid (3.70)



Tavolsdg, hasonldsag, korrelacid... 109

20a Az értékek kozotti kiilonbségek
SZAMItANAK ......oveveieieieieieeeee e euklidészi tavolsag (3.47), Manhattan-metrika (3.48)

20b A minimalis egyezések
0SSZ€ZZOANECK ..o Kendall fiiggvény (3.72), Renkonen (3.74)

21a A valtozok kozotti aranyokra érzékeny mértékSZAmOK ..........ccoecveieieieiniiieeeecieiceeeeins 22
21b A valtozok abszolit mennyiségi eltéréseire érzékeny fliggvények .........cccocvvvivvenvnenennnne. 24

22a A vektorok kozotti
szoggel aranyosak .................. hartavolsag (3.54), szogeltérés (3.55), geodéziai mérték (3.56)

22b Nincsenek kozvetlen kapcesolatban a vektorok KOzotti SZOZEel ....oovevveeveieeeiniieeeeeee 23
23a Ertelmezési tartoméanyuk végtelen ..............c............ keresztszorzat (3.68), kovariancia (3.69)
23b A lehetséges értékek 0 €s 1 kozé esnek ......oooovvieieiieieieiecnnne, hasonldsagi hanyados (3.71)

24a Az objektumpar egyezését (vagy kiilonbozoség esetén az eltérését) elészor
Osszegzik, majd az adott parra megadhato Iehetséges maximumhoz viszonyitjak;
ETtEKUK 0 €5 1 KOZE ©SIK ...ouvviniiiieiiiciiicccee e 25

24b Az egyezést és a lehetséges maximumot az 6sszegzes elott
Viszonyitjak egymAaShozZ ........cccovveeiiiiiieieieicce e Canberra (3.52), Clark (3.57)

25a A mindkét objektumban meglevd véltozok kozotti
Clterés NeM SZAMIL .....eovivveiiiiiieieiceeeeee e Gleason (3.64), Ellenberg (3.65)

25b Az eltérések mindenképpen szdmitanak
...... Bray - Curtis (3.58), Marczewski - Steinhaus (3.60), Kulczynski (3.62), Pandeya (3.66).

Ha a fenti itmutatas soran eljutottal valamelyik fiiggvénycsoporthoz, a tovabbiakban fino-
mabb dolgok szamitanak. Dontésedhez mar a konkrét megoldandé probléma ismerete sziik-
séges, ¢s ekkor a szdba joheto fliggvényeket érdemes egy kicsit alaposabban attanulmanyozni,
megvizsgalni a viselkedésiiket az e kotetben leirt mdédon, egy szamodra értelmes adatsor
alapjan, s csak azutdn donteni. Célszert egyébként tobb koefficienst is kiprobalni ugyanarra
az adathalmazra, s az eredményeket késobb 6sszehasonlitani. Ebbdl minden kezdd adatelemzd
sokat tanulhat!

K: Ha mdr vdlasztottam a koefficiensek koziil, és tudom, hogy vdltozoim intervallum- és
aranyskalan mozognak, akkor még mindig bizonytalan maradok: milyen standardizalé mod-
szerek alkalmazhatok az adott kiilonbozoség vagy hasonlosag kiszamitasa elott!

V: Igen, jogos az aggodalmad, hiszen — a koefficiens ismeretében — szdmos adatatalakitasi
miivelet eleve kizarhatd. Maskor pedig a standardizalas miivelete benne van a formulaban,
mint erre néhany példat mar lathattal is. Mindenesetre segitségiil szolgalhat az értelmes kom-
binacidkat feltiintetd kompatibilitasi tablazat, amely utal a megjosolhatatlan eredménnyel jaro,
értelmetlen vagy nem logikus kombinaciokra is (3. 6 tablazat). Az bizonyos, hogy minél spe-
cialisabb célu egy koefficiens, annal kevésbé “viseli el” az adatok atalakitasat. Vigyazat, a
tablazatbeli + nem jelenti azt, hogy a standardizalas utan a metrikus sajatsagok is feltétlentl
megmaradnak!

K: Mennyire sulyos az a probléma, hogy egy nekem nagyon tetszo koefficiens nem euklidészi?
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3.6 tablazat. Egyes tavolsagfiiggvények és standardizalasi modszerek kompatibilitasa. Jelmagyarazat:
+ = elfogadhatd kombinacid, N = a standardizalas nem valtoztatja meg az eredményt, igy felesleges,
E = kizarhato, barmely oknal fogva nem ajanlott (pl. nincs értelme, 0-val torténe osztashoz vezethet,
stb). Szamok jelolik azokat a kombinaciokat, amelyek kiilon megjegyzést érdemelnek: (1) hurtavolsag,
(2) Whittaker-tavolsag néven ismert, (3) linedris korrelacid, (4) Renkonen index. Ezeket még egy
tovabbi standardizalassal mar nem célszerli kombinalni.

Valtozok szerint Objektumok szerint

Normalas

—

euklidészi tavolsag

+ + | Szoéras

Manhattan metrika

2

Canberra metrika
Clark

Bray-Curtis
Marczewski-Steinhaus
Kulczynski
Pinkham-Pearson
Gleason

Ellenberg

Pandeya

kovariancia
Hasonldsagi aranyossag

Kendall

+ + 4+ + + + m + + 4+ m m + + | Terjedelem
+ + + + + + Z + + + Z Z + + | Osszeg

+ + + + + + Z + + 4+ Z Z + + | Maximum
+ + + + + + Z + + 4+ Z Z + + | Normilis
+ + 4+ + + 4+ ™ + 4+ + m ™ + + | Terjedelem

& + 4+ + 4+ 4+ + 4+ + 4+ 4+ + + o] Osszeg
+ + + + + + + + + 4+ + 4+ + + | Maximum

+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+

M m w m mmmm mmm

V: Nagyon sokszor kidertilhet, hogy a nem-euklidészi sét nem-metrikus mértékek olyan ta-
volsagokat adnak, amelyek euklidészi térben is érvényesek. Egyesek gyakorlatilag sosem,
csak specialisan “szerkesztett” esetekben sértik meg a feltételeket. Ez a “megsértés” sem min-
dig jelentékeny, tehat eltekinthettink a dologtdl. Ennek mértékét a fokoordinata-elemzés alkal-
mazasaval lehet megallapitani, mégpedig a negativ sajatértékek szama és nagysaga alapjan. A
késobbiek soran erre utalni fogunk (7.4.1 rész).

K: 4 mintavételnél és az adatatalakitasndl is meggydzéek voltak azok a példdid, amikor kis
valtoztatasok alkalmazasaval egy sorozatot képeztiink, s ennek tanulmdnyozdsaval tobbet
tudtunk meg a vizsgalt objektumokrol, mintha csak egy kiragadott értéknél maradtunk volna.
Jol emlékszem pl. a kvadratnagysagra, vagy pedig a Clymo-transzformdcio parameéterere.
Képezhet6-e hasonlo sorozat (térsor) a hasonlosdgi fiiggvényekre is?

V: Ne mondd, hogy az eddigiek alapjan nem is sejted a valaszt: persze, hogy képezhetd. A
Minkowski metrikaosztalyrdl mar szoltunk, bar ennek igazandibdl csak két 1épése érdekes, a
Manhattan és az euklidészi metrika; a magasabb hatvanyok mar tilhangsulyozzak a nagy el-
téréseket. Altalanos sorozatot alkothat a Faith-féle “intermediate coefficient” (3.75) is, ha a
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kovetkezoképpen irjuk fel:

n
INTjk = 2[0”9‘1‘]‘ —xp (1 —o)(max{x,} — min{xij,x{k})] ahol0<a <1 (3.118)
j=1

ekkor o valtoztatasaval egy folytonos atmeneti sor allithato el6 a Manhattan-metrika (0=1) és
a Kendall koefficiens (0=0) k6zott. Gondolkodom azon, hogy az euklidészi tavolsag és a
huartavolsag kozott is lehetne hasonld mdédon atmeneteket képezni. Ekkor a mennyiségbeli ill.
az aranybeli eltérések k6zott “egyensulyoznank”.

K: Elismerted, hogy még a lényegesebb fiiggvények kirziil is kimaradhatott néhany. En példdul
hallottam valahol a Pearson-féle kontingencia-egyiitthatorol. Ha van még helyed, bemutatndd
ezt nekem?

V: A kontingencia-egyiitthatdé a — Cramér indexhez (3.37) hasonléan — azt a problémat
probalja megoldani, hogy a x2 maximalis értéke a mintanagysaggal valtozik:

% 1/2
KK:[fU_’_Xz] (3.119)

Ha feltételezziik, hogy mindkét valtozo értékei sok kategdriara oszthatdk (p és g nagy), €s sok
megfigyelés alapjan a gyakorisadgeloszlas kozelit a kétvaltozos normalis eloszlashoz, akkor
KK négyzete a két valtozd kozotti korrelacids koefficiens (3.7) négyzetéhez kozelit. Ez azon-
ban csak elméletileg érdekes, mert ezek a feltételek igen ritkan teljestilnek (Anderberg 1973),
s ezért nem is emlitettem ezt a lehet6séget.

Ezen kiviil van még egy, amely inkabb emlékeztet a Cramér indexre, de a minimum helyett
a p—1 és g—1 mértani kdzepével oszt:

2 1/2
cs:[—X A ]
[(p-1)(q-1)]"? (3.120)

(Csuprov formula, v6. Anderberg 1973). A normalas akkor ad a Cramér indext6l jelentdsen
eltéré eredményt, ha p és g értéke nagyon kiillonb6zo.

K: Nem részletezted ugyan, de emlitetted, hogy a genetikai tavolsagndl fontos a bioldgiai in-
terpretalthatésag. Hogy van ez mdsutt, példaul az okologiaban?

crer

beszélhetiink. Az alapprobléma mindig az, hogy a geometriailag szemléletes tavolsagfiigg-
vények mennyire értelmesek 6koldgiailag is. Gondolj arra, hogy valahol a mérsékelt 6vben, a
tengerpartrél elindulunk a part mentén hizédé hegységbe, egészen 2500 m tengerszintfeletti
magassagig. A parton egy szegényes, sotlird fajokbol alld flora van. 2000 m f6lott is csak
kevés fajbol all a vegetacid, mig a montan ndvényzet, 1000 m koriil, rendkiviil fajgazdag.
Prezencia/abszencia adatokbol szamolt euklidészi tavolsagok alapjan igy a magashegységi
novényzet kozelebb van a tengerpartihoz, mint a montanhoz, ami viszont 6kologiailag nyil-
vanvald képtelenség. A geometriai interpretalhatosag tehat nem minden, emellett tigyelniink
kell arra is, hogy az alkalmazott fiiggvények bioldgiailag is értelmesek legyenek.
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K: Hogyan lehetne a valtozok eltérd fontossdagat is érvényesiteni a komparativ fiiggvények
megszerkesztésében?

V: Nyilvan a stlyozasra gondolsz, mert ez valdban beépithetd sok formulaba. Prezencia/ ab-
szencia tipusu 6kologiai adatok esetében példaul kimondhatjuk, hogy a gyakori fajban mu-
tatkozd eltérés 1ényegesebb informéciot hordoz, mint a ritka fajra jutd eltérés (“sulyozott
kiilonbozoségi index”, Podani 1978):

n
27%"%‘; = Xyl

WDl == —
S (3.121)
=1

A suly, pi, az i faj prezenciajanak a mintabol becsiilt valosziniisége. A stlyérték persze mas is
lehet, pl. a faj entrdpidja, amely a koztes gyakorisagu fajokat emeli ki (Téthmérész 1997).



